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书书书

内容提要

本书是面向 ２１ 世纪课程教材。 本次修订保持了第 ２ 版的主要内容和

风格，以简明易懂为原则，同时适当地降低了一些难度。 选学部分仍保

留用 ＭＡＴＬＡＢ 计算弹性力学问题的纲要和例题，在附录中保留了 ＭＡＴＬＡＢ

简介。

本书力图用现代的、实用的观点组织教学内容，向学科前沿开设接

口，在讲述方法上做了一些革新。 全书共分 １０ 章，包括绪论、应力、应

变、广义胡克定律、弹性力学边值问题、平面问题、能量原理及其应用、

柱体的扭转、薄板问题和弹性力学专门问题。

本书可作为高等学校工科有关专业的弹性力学课程教材，也可供工程

技术人员参考。
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第 ３版前言

　 　 本书初版于 １９９８ 年，第 ２ 版于 ２０１１ 年出版，为适应弹性力学基础教学发展
的需要，现修订出版第 ３ 版。

第 ３ 版的修订保持了第 ２ 版的主要内容和风格，以简明易懂为原则，同时适
当地降低了一些难度。选学部分仍保留用 ＭＡＴＬＡＢ 计算弹性力学问题的纲要
和例题，在附录中保留了 ＭＡＴＬＡＢ 简介。另外，在反复斟酌的基础上，对个别
字、词以及表述作了修改；统一和规范了个别术语与符号；修改了部分插图，使图

示更加清楚和完善。同时更正了第 ２ 版中的一些错误。
在本次修订中，为了学生自学方便，在比较复杂难懂的内容旁边增加了标

注，引入二维码，扫描后可得到相关知识的解释和说明。本书实现了传统纸质教

材与移动网络的有机结合，极大地丰富了知识的呈现形式，拓展了教材内容。

本书第一、七、八、十章（１ ～ ４ 节）及附录 Ａ、附录 Ｂ 由陈维毅修订，第二、三、
四、五、六章由郭红梅修订，第九章由刘志芳修订，第十章第 ５ 节和附录 Ｃ 由王
志华修订；二维码对应电子资源由陈维毅提供。全书由陈维毅统稿。

书中不当之处敬请读者指正。

编 　 者
２０１７ 年 １０ 月



第 ２版前言

　 　 本书第 １ 版出版已有近 １４ 年了，在这段时间，我一直关注着弹性力学基础
教育中的问题和发展趋势，以及与之相适应的教材建设问题，也有一些老师对这

门课程的教材提出了很好的建议。因此有必要进行一次修订。

本次修订基本上保持了第 １ 版的主要内容和风格，仍以简明易懂为原则，同
时降低难度，删去艰涩内容，引进先进计算方法。例如，删去了复变函数方法及

有关附录等。在选学部分则增加了用 ＭＡＴＬＡＢ 软件计算弹性力学问题的纲要
和例题，以附录形式补充了 ＭＡＴＬＡＢ 简介。

在本次修订过程中，太原理工大学王志华教授和阎晓鹏博士根据他们在教

学中的经验和体会给了我许多很好的建议和帮助，向他们表示感谢。

知名画家赵青教授再次为本书绘制了科学家肖像插图，她的作品为本书增

加了光彩，谨致谢意。

清华大学徐秉业教授审阅了全部书稿，提出了许多宝贵的修改意见，在此致

以衷心的感谢。

杨桂通

２０１１ 年 ５ 月



第 １版前言

　 　 我原想修订一次我那本 １９８０ 年由高等教育出版社出版的《弹塑性力学》，
因为 １６ 年过去了，还是经常有读者来信询问或求索。而我对那本书常感到有些
欠缺，很想做一次认真的增删，为此也做了不少准备工作。但是有朋友建议我考

虑为更广大的读者提供一本新的简明的弹性力学教材。我一直就在工业大学任

教，多次为土木工程系的学生讲授弹性力学课程，后来又任太原工业大学①校长

十多年，对工科各专业的课堂教学和教材，特别是力学课程的教法、教材十分关

注，也颇有感情。于是我接受了这个极好的建议。这样，为工科有关专业的学生

写一本新的弹性力学教材，就成了我这一年来的一件大事。

当我开始动笔的时候，又感到有许多难处。因为弹性力学是固体力学学科

中最基础、也是最重要的，理论性与应用性都很强，既是经典学科，又是发展中

的、有生命力的学科，想让学生掌握和了解的内容似乎很多很多。此外，在培养

一名工程师的整个教学过程中，所能给弹性力学课程安排的学时是有限的，所以

内容的选取以及讲解方法放在什么层次上，如何反映新的时代特征，如何为学生

进一步的学术追求打下基础，等等，都是难于裁定的重要问题。

“无边落木萧萧下，不尽长江滚滚来”。这本书在一种力量的推动下，现在

已经问世了。在对本书的各种要求之下，我们选择了既强调系统、结构严谨、取

材难易适度，又要概念清晰，简明易懂，尽量与现代文献接近，少列大套公式，避

开数学难点，克服艰涩难懂、不得要领之弊端，希望它可供工科非力学专业弹性

力学课程讲授 ５４ 学时之用。全书共分十章，前九章是必读的。其中第十章扼要
地介绍几个弹性力学的专门问题，主要是考虑工程应用和不同专业之需要，大部

分不做严格推证。每一个专题按讲授 ２ 学时安排内容，作为选修，也可全部留给
学生自学，不包括在 ５４ 学时之内。此外，出于同一种考虑，我们在第六章安排了
加注星号的内容，也不作必修。此外还因为，在这几节中，所介绍的复变函数
方法是解弹性力学平面问题最完美的一种方法，实难舍弃，而对某些相关专业来

说还有取此而舍其他之便。

本书在完成过程中得到了我的学生和朋友树学锋博士、马宏伟博士和其他

应用力学研究所的同学、同事和朋友们的热情帮助；赵青女士绘制了肖像插图。

作者对他们诚致谢意。

① １９９７ 年太原工业大学与山西矿业学院合并为太原理工大学。



清华大学徐秉业教授以及河海大学卓家寿教授审阅了全部书稿，提出了许

多宝贵修改意见。高等教育出版社有关同志对本书的出版给予了支持和帮助。

作者在此一并向他们致以衷心的感谢。

杨桂通

１９９７ 年 １ 月于太原工业大学

Ⅱ 　 　 第 １ 版前言 　 　
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书书书

第一章

绪　 　 论

§ １－１　 弹 性 力 学

弹性力学课程是材料力学课程的延续。弹性力学是固体力学的一个分支学

科，是研究可变形固体在外力、温度变化和边界约束变动等作用下的弹性变形与

应力状态的科学。所谓弹性，是指物体的应力与应变之间有着一一对应的关系，

而且当外力除去后，物体的变形可恢复到原来的状态。在这门课程中，仅限于讨

论理想弹性体，即应力与应变之间的关系为线性函数，也就是满足大家所熟知的

胡克定律①。当外力未超过某一限度时，大多数固体材料都具有这种属性。

实际上，在材料力学课程中已经用胡克定律讨论了各种简单的构件。在那

里采用了一系列几何的和物理的简化假定，从而可以得到能满足一般工程使用

的应力和位移的计算公式。弹性力学可不使用某些未加证明的假定便可以得到

比材料力学更加精确的解答。一般说来，所讨论的物体的形状可以是任意的。

应当指出，这并不是说，弹性力学不再需要引进某些假设，相反，若不对具体

工程对象进行抽象化，弹性力学仍然是寸步难行的。实际上，在本课程中仍必须

引进某些假定并采取简化模型的形式进行研究。当然，这种模型应当在一定条

件下反映了该研究对象的基本形态的主要力学特征。

学习本课程的目的主要是使学生掌握确定一般工程结构物体在外力下的变

形、内力分布与承载能力的方法，以及为进一步研究工程结构的强度、振动、稳定

性、破坏、失效等力学问题打下必要的理论基础。

§ １－２　 基 本 假 定

应当指出，实际的固体材料通常有晶体与非晶体两种。晶体是由许多离子、

原子按一定规则排列起来的空间点阵结构，它们中间常有一些缺陷存在。非晶

体是由许多分子的集合组成的高分子化合物。物体中的缺陷、夹杂、孔洞等构成

① 由胡克（Ｈｏｏｋｅ，Ｒ ）于 １６７８ 年提出。中国郑玄（公元 １２７—２００）在《考工记·弓人》的注中已提
到这一概念（详见第四章关于郑玄的简介）。



了固体材料的微观结构的复杂性。本课程采用了物体的连续性假定和各向同性

假定，不仅是为了避免数学分析上的困难，重要的是根据这些假定所作出的力学

分析被广泛的试验与工程实践证实是可行的。

以后的讨论都是基于以下几项重要的基本假定：

（１）连续性


假定。即认为所研究的固体材料内各质点之间不存在空隙，物

体的物质粒子连续地充满了物体所占的空间，且认为物体在变形后仍保持这种

连续性。这样，物体的一切物理量，如密度、应力、应变、位移等都将是物体所占

空间点的连续函数。

（２）均匀性


假定。即认为所研究的物体是由同一类型的均匀的固体材料

所构成，其各部分的物理性质是相同的，并不因坐标位置的变化而变化。例如，

物体的弹性性质处处都相同。这样，我们研究问题的时候，就可以从中取出任一

单元来进行分析。

（３）各向同性


假定。在本课程中，均讨论各向同性的物体。即认为物体在

各方向具有相同的物理性质，物体的弹性常数不随坐标方向的改变而变化。实

际上，有不少材料不具有这种性质，像木材、竹材和某些人工加强后的构件等，本

书不讨论这类问题。

（４）小变形


假定。即认为物体在外力或其他外部作用（如温度等）的影响

下，物体所产生的变形，与其本身的几何尺寸相比属于高阶小量，可以不考虑因

变形而引起的尺寸变化。这样，就可以用变形前的几何尺寸来代替变形后的尺

寸，使得在进行力学分析时使问题大为简化。例如，在考虑应变和位移的关系时

就可以略去位移公式中的二阶小量等，使基本方程线性化。

以上假定是本书讨论问题的基础，此外还有像完全弹性和无初始应力的假

定等。超出以上范围的问题将有专门学科进行研究，如非线性弹性力学、塑性力

学、各向异性体弹性力学等。

§ １－３　 弹性力学的发展及研究方法

近代弹性力学，可认为始于柯西（Ｃａｕｃｈｙ，Ａ －Ｌ ）在 １８２８ 年引进应变与应
力的概念，建立了平衡微分方程、边界条件、应变与位移关系。它的发展进程对

促进数学和自然科学基本理论的建立和发展，特别是对促进船舶、航空、建筑、水

利、机械制造等工业技术的发展起了相当重要的作用。柯西的工作是近代弹性

力学及近代连续介质力学的一个起点。之后，世界各国的一大批学者相继做出

了重要贡献，使得弹性力学迅速发展起来，并根据实际的需要形成了一些专门分
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支学科，如热弹性力学、弹性动力学、弹性系统的稳定理论、断裂力学、损伤力

学等。

弹性力学为社会发展、人类的文明进步起了至关重要的作用。交通业、船舶

制造、铁路建筑、机械制造、航空航天事业、水利工程、房屋建筑、军事工程等的发

展，都离不了力学工作者的贡献。从 １８ 世纪开始，涌现出了一大批力学家，像柯
西、欧拉（Ｅｕｌｅｒ，Ｌ．）、圣维南（Ｓａｉｎｔ －Ｖｅｎａｎｔ，Ａ Ｊ Ｃ Ｂ ｄｅ）、纳维（Ｎａｖｉｅｒ，Ｃ －Ｌ
－Ｍ － Ｈ ）、基尔霍夫（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ，Ｇ Ｒ ）、拉格朗日（Ｌａｇｒａｎｇｅ，Ｊ － Ｌ ）、勒夫
（Ｌｏｖｅ，Ａ Ｅ Ｈ ）、铁摩辛柯（Ｔｉｍｏｓｈｅｎｋｏ，Ｓ Ｐ ）及钱伟长、钱学森、徐芝纶、胡海
昌等。他们都对弹性力学的发展做出了贡献，他们的优秀著作培养了一代又一

代的工程师和科学家。详见参考文献［４５］，［４７］。
弹性力学虽是一门古老的学科，但现代科学技术的发展给弹性力学提出了

越来越多的理论问题和工程应用问题，弹性力学在不少重要领域展现出它的重

要性。本书将介绍其基本原理和实用的解题方法。

弹性力学问题的求解方法可分为三种类型：

（１）数学方法
就是用数学分析的工具对给出的弹性力学边值问题进行求解，从而得出物

体的应力场和位移场等。这种方法要解含未知量的偏微分方程，对很多问题的

精确求解难度很大，故而常采用近似解法。例如，以后将介绍的基于能量原理的

变分方法，其中主要是里茨（Ｒｉｔｚ，Ｗ ）法、伽辽金（Ｇａｌｅｒｋｉｎ，Ｂ Ｇ ）法等。此外，
还有所谓的逆解法和半逆解法。

另一种数学方法是数值方法。特别是广泛应用电子计算机以后，数值方法

对大量的弹性力学问题十分有效。在数值方法中，常见的有差分法、有限元法及

边界元法等。目前已广泛应用于弹性力学各类问题的计算中。

（２）试验方法
就是利用机电方法、光学方法、声学方法、Ｘ 射线衍射法等来测定结构部件

在外力作用下应力和应变的分布规律，如光弹性法、云纹法等。

（３）试验与数学相结合的方法
这种方法常用于形状非常复杂的弹性结构。例如，对结构的特殊部位的应

力状态难以确定，可以用光弹性方法测定，作为已知量，置入数值计算中，特别是

当边界条件难以确定时，则需两种方法结合起来，以求得可靠的解答。

本书主要介绍数学方法。
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第二章

应　 　 力

§ ２－１　 体力和面力

作用在物体上的外力有两种类型，即面力


和体力


。所谓体力是作用在物体

微粒体积上的力，称为质量力，如重力、惯性力、电磁力等。面力是沿着物体表面

Ｓ 上的分布力，如风力、液体压力、两物体间的接触力等。
为了表明物体在坐标系 Ｏｘｙｚ 内的一点 Ｃ 所受体力的大小和方向，在 Ｃ 点的

邻域取一包含 Ｃ 在内的微小体积元素 ΔＶ，设 ΔＶ 的体力为 ΔＦ，则体力按体积计
算的平均集度为 ΔＦ ／ ΔＶ，当 ΔＶ 无限缩小而趋于 Ｃ 点时，ΔＦ ／ ΔＶ 将趋于一定的
极限矢量 Ｆ ｂ，即

ｌｉｍ
ΔＶ→０

ΔＦ
ΔＶ
＝Ｆ ｂ （２－１）

显然，体力矢量 Ｆ ｂ 的方向就是 ΔＶ 内的体力的极限方向。体力的单位为

Ｎ ／ ｍ３。
设 Ｆｍ 是物体内 Ｃ 点邻域单位质量的质量力，并令 ｍ ＝ ρｄＶ 是体积 ｄＶ 物体

微粒的质量，ρ 为质量密度，则 ｍＦｍ 是作用在 ｄＶ 中质量上的力，而单位体积的
力 Ｆ ｂ ＝ ρＦｍ，称为体力。类似地讨论，可以给出一点 Ｐ 的面力矢量 ｐ。为此，设在
物体表面上一点 Ｐ 的邻域（含 Ｐ 在内）取微小面元 ΔＳ，令 ΔＳ 上的面力为 ΔＦ Ｓ，
则面力的平均集度为 ΔＦ Ｓ ／ ΔＳ，则有（图 ２－１）

图 ２－１



ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＦ Ｓ
ΔＳ
＝ ｐ （２－２）

此处 ｐ 是作用在物体单位面积上的面力矢量，而作用在 ｄＳ 上的面力则为 ｐｄＳ。
面力的单位为 Ｎ ／ ｍｍ２。

§ ２－２　 应力与应力张量

在外力作用下，物体将产生应力和变形，也就是物体中诸元素之间的相对位

置发生变化，由于这种变化，便产生了企图恢复其初始状态的附加相互作用力。

用以描述物体在受力后任何部位的内力和变形的力学量是应力


和应变。本章将

讨论应力矢量和某一点处的应力状态。

为了说明应力的概念，假想把受一组平衡力系作用的物体用一平面 Ｃ 分成
Ａ 和 Ｂ 两部分（图 ２－２）。如将 Ｂ 部分移去，则 Ｂ 对 Ａ 的作用应代之以 Ｂ 部分对
Ａ 部分的作用力。这种力在 Ｂ 移去以前是物体内 Ａ 与 Ｂ 之间在截面 Ｃ 上的内
力，且为分布力。如从 Ｃ 面上点 Ｐ 处取出一包括点 Ｐ 在内的微小面积元素 ΔＳ，
而 ΔＳ 上的内力矢量为 ΔＦ Ｓ，则内力的平均集度为 ΔＦ Ｓ ／ ΔＳ，如令 ΔＳ 无限缩小而
趋于点 Ｐ，则在内力连续分布的条件下 ΔＦ Ｓ ／ ΔＳ 趋于一定的极限 σ，即

ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＦ Ｓ
ΔＳ
＝ σ （２－３）

图 ２－２

　 　 这个极限矢量 σ就是物体在过 Ｃ 面上点 Ｐ 处的应力。由于 ΔＳ 为标量，故
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σ的方向与 ΔＦ Ｓ 的极限方向一致。
应力 σ可分解为沿所在平面的外法线方向和切线方向的两个分量。沿应

力所在平面的外法线方向 ｎ 的应力分量称为正应力


，记作 σ ｎ。沿切线方向的应

力分量称为切应力


，记做 τｎ。此处下标 ｎ 标明其所在面的外法线方向，由此，ΔＳ
面上的正应力和切应力分别为

σ ｎ ＝ ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＦ Ｓｎ
ΔＳ

τｎ ＝ ｌｉｍ
ΔＳ→０

ΔＦ Ｓｔ
ΔＳ











（２－４）

其中 ΔＦ Ｓｎ，ΔＦ Ｓｔ分别为 ΔＳ 上的内力矢量 ΔＦ Ｓ 在平面 Ｃ 的法向和切向分量。
如果图 ２－２ 中 ｎ 的方向与 ｙ 坐标轴的方向一致（图 ２－３），则此时有

σ ｎ ＝σ ｙ 及 τｎ ＝ τ ｙ （２－５）

图 ２－３ 图 ２－４

　 　 其中 τ ｙ 是作用在截面 Ｃ 内的切应力，如将 τ ｙ 分解为沿 ｘ 轴和 ｚ 轴的两个分

量，并记作 τ ｙｘ和 τ ｙｚ，则过 Ｃ 面上点 Ｐ 的应力分量为 σ ｙ，τ ｙｘ，τ ｙｚ。以后，对正应力
只用一个字母的下标标记，对切应力则用两个字母的下标标记，其中第一个字母

表示应力所在面的外法线方向；第二个字母表示应力分量的指向。正应力的正

负号规定为：拉应力为正，压应力为负。切应力的正负号规定分为两种情况：当

其所在面的外法线与坐标轴的正方向一致时，则以沿坐标轴正方向的切应力为

正，反之为负；当所在面的外法线与坐标轴的负方向一致时，则以沿坐标轴负方

向的切应力为正，反之为负。图 ２－３ 及图 ２－４ 中的各应力分量均为正。应力及
其分量的单位为 Ｐａ。

在以上的讨论中，过点 Ｐ 的平面 Ｃ 是任选的。显然，过点 Ｐ 可以做无穷多
个这样的平面 Ｃ。或者说，过点 Ｐ 有无穷多个连续变化的 ｎ 方向。不同面上的
应力是不同的。这样，就产生了一个到底如何描绘一点处的应力状态的问题。
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下面讨论这个问题。

为了研究点 Ｐ 处的应力状态，在点 Ｐ 处沿坐标轴 ｘ，ｙ，ｚ 方向取一个微小的
平行六面体（图 ２－５），其 ６ 个面的外法线方向分别沿 ３ 个坐标轴的正负方向，各
边长分别为 Δｘ，Δｙ，Δｚ。假定应力在各面上均匀分布，于是各面上的应力便可用
作用在各面中心点的一个应力矢量来表示，每个面上的应力矢量又可分解为 １
个正应力和 ２ 个切应力分量。按前面约定的表示法，图 ２－５ 给出的各应力分量
均为正方向。

图 ２－５

由图 ２－５ 可知，当微小的平行六面体趋于无穷小时，六面体上的应力就代
表点 Ｐ 处的应力。因此，点 Ｐ 处的应力分量共有 ９ 个，其中有 ３ 个正应力分量、
６ 个切应力分量（以后将证明切应力互等定理，从而，实际上独立的切应力分量
只有 ３ 个）。把这 ９ 个应力分量按一定规则排列，令其中每一行为过点 Ｐ 的一
个面上的 ３ 个应力分量，即

σ ｘ 　 　 τ ｘｙ 　 　 τ ｘｚ
τ ｙｘ 　 　 σ ｙ 　 　 τ ｙｚ
τ ｚｘ 　 　 τ ｚｙ 　 　 σ ｚ

（２－６）

　 　 以上这 ９ 个应力分量定义为一个新的量 Σ，它描绘了一种物理现象，即点 Ｐ
处的应力状态。Σ 是对坐标系 Ｏｘｙｚ 而言的，当坐标系变换时，它们按一定的变
换式变换成另一坐标系 Ｏｘ′ｙ′ｚ′中的 ９ 个量，即

σ ｘ′ 　 　 τ ｘ′ｙ′ 　 　 τ ｘ′ｚ′
τ ｙ′ｘ′ 　 　 σ ｙ′ 　 　 τ ｙ′ｚ′
τ ｚ′ｘ′ 　 　 τ ｚ′ｙ′ 　 　 σ ｚ′

　 　 这 ９ 个分量描绘同一点 Ｐ 的同一物理现象，所以它们定义的仍为 Σ。而
σ ｘ，σ ｙ，…这 ９ 个量就称为 Σ 的元素。数学上，在坐标变换时，服从一定坐标变
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换式的 ９ 个量所定义的量称为二阶张量。根据这一定义，Σ 是一个二阶张量，并
称为应力张量


。容易证明，应力张量为一对称二阶张量。各应力分量即为应力

张量的元素。在 § ２－３ 中将给出应力分量在坐标变换时服从的变换公式。
应力张量通常表示为

（σ ｉｊ）＝
σ ｘ 　 　 τ ｘｙ 　 　 τ ｘｚ
τ ｙｘ 　 　 σ ｙ 　 　 τ ｙｚ
τ ｚｘ 　 　 τ ｚｙ 　 　 σ ｚ











（２－７）

其中 ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ，当 ｉ，ｊ 任取 ｘ，ｙ，ｚ 时，便得到相应的分量①。
式（２－７）与 ３×３ 阶的矩阵写法相同。如令 ｉ 代表行，ｊ 代表列，行列数 １，２，３

对应于 ｘ，ｙ，ｚ。例如，第二行第三列的元素为 τ２３，即应力分量为 τ ｙｚ，其余类推。
应当指出，物体内各点的应力状态，一般说来是不同的，即非均匀分布的，亦

即各点的应力分量应为坐标 ｘ，ｙ，ｚ 的函数。所以，应力张量 σｉｊ与给定点的空间
位置有关，谈到应力张量总是针对物体中的某一确定点而言的，以后将看到，应

力张量 σｉｊ完全确定了一点处的应力状态。
张量符号与下标记号法使冗长的弹性力学公式变得简明醒目，在文献中已

被广泛应用，今后将逐渐熟悉这种标记法。

§ ２－３　 二维应力状态与平面
问题的平衡方程

　 　 上一节中讨论力和应力概念时，是从三维受力物体出发的，其中点 Ｐ 是从
一个三维空间中取出来的点。现为简单起见，首先讨论平面问题。掌握了平面

问题以后，再讨论空间问题就比较容易了。

平面问题的特点是物体所受的面力和体力及其应力都与某一个坐标轴（例

如 ｚ 轴）无关。平面问题又分为平面应力问题与平面应变问题。
在平面应力问题中，所考虑的物体是一个很薄的平板，荷载只作用在板边，

且平行于板面（图 ２－６），即 ｚ 方向的体力分量 Ｆ ｂｚ及面力分量 Ｆ Ｓｚ均为零。故如
取图 ２－６ 中的坐标系，则板面上（ｚ ＝ ±δ ／ ２ 处）应力分量为

（σ ｚ）ｚ ＝ ± δ２ ＝ ０
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① σ ｘｘ，σ ｙｙ，σ ｚｚ已简写为 σ ｘ，σ ｙ，σ ｚ。此外，张量有多种记法，为简便计，今后用分量记法（也称指标

记法），如将（σ ｉｊ）记作 σ ｉｊ。

［标注 ２－１：

张量的定义］



（τ ｚｘ）ｚ ＝ ± δ２ ＝ （τ ｚｙ）ｚ ＝ ±
δ
２
＝ ０

　 　 由于板的厚度很小，外荷载又沿厚度均匀分布，所以可以近似地认为应力沿
厚度均匀分布。由此，在垂直于 ｚ 轴的任一微小面积上均有

σ ｚ ＝ τ ｚｘ ＝ τ ｚｙ ＝ ０
根据后面将要证明的切应力互等定理，即应力张量的对称性，还有 τ ｙｚ ＝ τ ｘｚ ＝ ０。
这就是说，过任一点处不等于零的应力分量只有 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ，τ ｙｘ，且均为 ｘ，ｙ 的函
数。此时，应力张量为

σ ｉｊ ＝
σ ｘ 　 　 τ ｘｙ 　 　 ０

τ ｙｘ 　 　 σ ｙ 　 　 ０

０　 　 ０　 　 ０











图 ２－６

现在讨论平面应变问题。设有等截面柱体，其纵轴方向（Ｏｚ 坐标方向）很
长。外荷载及体力为作用在垂直于 Ｏｚ 方向的且沿 ｚ 轴均匀分布的一组力。图
２－７所示的挡土墙是这类问题的典型例子。如略去端部效应，则由于外荷载沿 ｚ
轴方向为一常数，故可以认为，沿纵轴方向各点的位移与其所在 ｚ 方向的位置无
关，就是说 ｚ 方向各点的位移均相同。如令 ｕ，ｖ，ｗ 分别为一点在 ｘ，ｙ，ｚ 坐标方
向的位移分量，则有 ｗ ＝常数，等于常数的位移 ｗ 并不伴随产生任一 ｘｙ 平面的
翘曲变形，故研究应力、应变问题时，可取 ｗ ＝ ０。此外，由于物体的变形只在 Ｏｘｙ
平面内产生，故 ｕ，ｖ 均与 ｚ 无关。因而，对于平面应变状态有

ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ）
ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｙ）
ｗ ＝ ０ } （２－８）

这时，任一垂直于 ｚ 轴的横截面都为对称面，因此，过任一点处的应力分量 τ ｚｘ（＝

τ ｘｚ），τ ｚｙ（＝ τ ｙｚ）均等于零，但由于 ｚ 方向对变形的约束，故 σ ｚ 一般不等于零。此
时，应力张量为
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图 ２－７

σ ｉｊ ＝

σ ｘ τ ｘｙ ０

τ ｙｘ σ ｙ ０

０ ０ σ ｚ













实际上，以后将证明，σ ｚ 不是一个独立的量，它可以由 σ ｘ 和 σ ｙ 求出。所以
不管是平面应力问题还是平面应变问题，独立的应力分量只有 ３ 个，即 σ ｘ，σ ｙ，
τ ｘｙ（＝ τ ｙｘ），在求解过程中，σ ｚ 可暂不考虑。

下面讨论物体处于平衡状态时，各点应力及体力的相互关系，并由此导出平

衡方程。假定从处于平面应力状态的物体中取出一个微小矩形单元 ａｂｃｄ（图
２－６中的阴影部分），其两边的长度分别为 ｄｘ、ｄｙ，厚度就是原物体的厚度 δ（图
２－６）。这里因 ｄｘδ、ｄｙδ 为微小面元，可以把 ｄｘδ 和 ｄｙδ 上的应力看成是均匀分
布的，故面元上任意点的应力分量值，可以用该面元中点的应力分量表示（图

２－８）。在此微小单元体上，不同的边上，应力分量的值也不相同，如 ａｂ 边上的
正应力分量 σ ｘ，而 ｃｄ 边上，由于距 ｙ 轴的距离增加了 ｄｘ，故其正应力分量应随
之变化。应力分量的这种变化可用泰勒（Ｔａｙｌｏｒ，Ｇ Ｉ ）级数展开来求。即有

σ ｘ
ｃｄ
＝ σ ｘ

ａｂ
＋
σ ｘ
ｘ ａｂ

ｄｘ ＋
σ ｘ
ｙ ａｂ

ｄｙ ＋ ｏ（ｄｘ２，ｄｙ２）

　 　 注意到，ａｂ 线元与 ｃｄ 线元上的应力分量，皆可用相应线元中点处的应力分
量来表示，故可写出

σ ｘ
ｃｄ
＝ σ ｘ

ｘ ＋ ｄｘ
，　 σ ｘ

ａｂ
＝ σ ｘ

ｘ

０１ 　 　 第二章 　 应力



图 ２－８

略去二阶以上微量，有①

σ ｘ ｜ ｘ ＋ ｄｘ ＝ σ ｘ ｜ ｘ ＋
σ ｘ
ｘ ｘ

ｄｘ

亦即，如 ａｂ 边上的正应力为 σ ｘ，则 ｃｄ 边上的正应力为

σ ｘ ＋
σ ｘ
ｘ
ｄｘ

　 　 同理，如 ａｂ 边上的切应力分量为 τ ｘｙ，ａｄ 边的 ２ 个应力分量为 σ ｙ 及 τ ｙｘ，则
得 ｃｄ 边上的切应力分量及 ｂｃ 边的 ２ 个应力分量分别为（图 ２－８）

τ ｘｙ ＋
τ ｘｙ
ｘ
ｄｘ

σ ｙ ＋
σ ｙ
ｙ
ｄｙ

τ ｙｘ ＋
τ ｙｘ
ｙ
ｄｙ

　 　 在静力平衡条件下，各应力分量必然满足平衡条件的要求。为简便起见，取

微小矩形单元 ａｂｃｄ 的厚度 δ ＝ １（图 ２－８），由平衡条件Ｍａ ＝ ０，得

σ ｙ
ｙ
ｄｙｄｘ( ) ｄｘ２ － σ ｘ

ｘ
ｄｘｄｙ( ) ｄｙ２ ＋ τ ｘｙ ＋ τ ｘｙｘ ｄｘ( ) ｄｙｄｘ －
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① 由于线元 ｃｄ 和 ａｂ 只有 ｄｘ 之差，并无 ｙ 坐标之不同，故有

σ ｘ ｜ ｃｄ ＝σ ｘ ｜ ａｂ ＋
σ ｘ
ｘ ａｂ

ｄｘ



τ ｙｘ ＋
τ ｙｘ
ｙ
ｄｙ( ) ｄｘｄｙ ＋ Ｆ ｂｙｄｘｄｙ ｄｘ２ － Ｆ ｂｘｄｘｄｙ ｄｙ２ ＝ ０

　 　 略去 ｄｘ，ｄｙ 的三次方的项，得
τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ （２－９）

这就是前面曾经提到的切应力互等定理


①。以下常不再区分 τ ｘｙ和 τ ｙｘ，余类推。
由平衡条件Ｆｘ ＝ ０，得

σ ｘ ＋
σ ｘ
ｘ
ｄｘ( ) ｄｙ － σ ｘｄｙ ＋ τ ｙｘ ＋ τ ｙｘｙ ｄｙ( ) ｄｘ －
τ ｙｘｄｘ ＋ Ｆ ｂｘｄｘｄｙ ＝ ０

化简后为

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｙｘ
ｙ
＋ Ｆ ｂｘ( ) ｄｘｄｙ ＝ ０

其中 ｄｘｄｙ 不等于零，故有
σ ｘ
ｘ
＋
τ ｙｘ
ｙ
＋ Ｆ ｂｘ ＝ ０ （２－１０ａ）

同理由Ｆｙ ＝ ０，得
σ ｙ
ｙ
＋
τ ｘｙ
ｘ
＋ Ｆ ｂｙ ＝ ０ （２－１０ｂ）

上式（２－１０）是平面问题的平衡方程。
对于三维应力状态的情况，可从受力物体中取出一微小六面体单元，可类似

地导出（具体推导，留作练习）

τ ｘｚ ＝ τ ｚｘ，　 　 τ ｙｚ ＝ τ ｚｙ （２－１１）
及

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋
τ ｘｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｘ ＝ ０

τ ｘｙ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＋
τ ｙｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｙ ＝ ０

τ ｘｚ
ｘ
＋
τ ｙｚ
ｙ
＋
σ ｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｚ ＝ ０















（２－１２）

上式（２－１２）为三维情况下的平衡方程。
如采用张量符号与下标记号法，则切应力互等定理可缩写为
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① 这里限于讨论“非极性”介质，对于微极性介质，切应力互等定理将不再成立。详见文献［４０］第
三章。



σ ｉｊ ＝ σ ｊｉ 　 　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） （２－１３）
由此可知，应力张量为一对称张量，其中只有 ６ 个独立元素，即

σ ｉｊ ＝

σ ｘ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｘｙ σ ｙ τ ｙｚ
τ ｘｚ τ ｙｚ σ ｚ













　 　 在平面应力状态，有

σ ｉｊ ＝
σ ｘ τ ｘｙ ０

τ ｘｙ σ ｙ ０

０ ０ ０











平衡方程（２－１２）可缩写为

σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＝ ０ （２－１４）
其中 σ ｉｊ，ｊ ＝ σ ｉｊ ／ ｘｊ，下同。

在式（２－１４）中，除了引用了偏导数的缩写方法外，同时采用了重复下标表
示求和约定


，如 σ ｉｉ就表示将 ｉ 取 １，２，３ （ｘ，ｙ，ｚ）之后，将所得的各项加起来，即

σ ｉｉ ＝σ１１ ＋σ２２ ＋σ３３（＝ σ ｘ ＋σ ｙ ＋σ ｚ）。这种求和约定对含有导数的表达式也适用。
在式（２－１４）中等号左边第一项中的下标 ｊ 是重复下标，应按求和约定对 ｊ（＝ ｘ，
ｙ，ｚ）求和，即应有

σ ｉｊ，ｊ ＝
σ ｉｊ
ｘｊ
＝
σ ｉｘ
ｘ
＋
σ ｉｙ
ｙ
＋
σ ｉｚ
ｚ
　 　 （ｉ ＝ ｘ，ｙ，ｚ）

所以，σ ｉｊ，ｊ ＝ ０ 就代表

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋
τ ｘｚ
ｚ
＝ ０

τ ｘｙ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＋
τ ｙｚ
ｚ
＝ ０

τ ｘｚ
ｘ
＋
τ ｙｚ
ｙ
＋
σ ｚ
ｚ
＝ ０

同理式（２－１４）就代表式（２－１２）（下标记号法与求和约定详见附录 Ａ）。

§ ２－４　 一点处应力状态的描述

现以平面问题为例说明一点处应力状态的描述。为此，在受力物体中取一

个微小三角形单元，如图 ２－９ 所示，其中 ＡＢ，ＡＣ 与坐标 ｙ，ｘ 重合，而 ＢＣ 的外法

３１§ ２－４　 一点处应力状态的描述 　 　



线与 ｘ 轴成 θ 角。取 ｘ′，ｙ′坐标，使 ＢＣ 的外法线方向与 ｘ′方向重合（图 ２－９）。
在这种情况下，如果 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ已给定，则 ＢＣ 面上的正应力 σ ｘ′与切应力 τ ｘ′ｙ′可
用已知量表示，由于 θ 角的任意性，则当 ＢＣ 面趋于点 Ａ 时，便可以说求得了描
绘过点 Ａ 处的应力状态的表达式。

图 ２－９

实际上，此处所讨论的问题，是一点处不同方向的面上的应力的转换，即 ＢＣ
面无限趋于点 Ａ 时，该面上的应力如何用与原坐标相平行的面上的应力来表
示。在这种问题的分析中，可不必引入应力增量和体力，因为它们与应力相比属

于小量。

假定 ＢＣ 的面积为 １，则 ＡＢ 和 ＡＣ 的面积分别为 ｃｏｓ θ 与 ｓｉｎ θ。于是，由平
衡条件Ｆｘ ＝ ０ 和Ｆｙ ＝ ０，可得

ｐｘ ＝ σ ｘｃｏｓ θ ＋ τ ｘｙ ｓｉｎ θ

ｐｙ ＝ τ ｘｙｃｏｓ θ ＋ σ ｙ ｓｉｎ θ} （２－１５）

其中 ｐｘ，ｐｙ 为 ＢＣ 面上单位面积的力 ｐ 在 ｘ，ｙ 方向的投影（图 ２－９）。把 ｐｘ，ｐｙ 投
影到 ｘ′，ｙ′坐标方向，得

σ ｘ′ ＝ ｐｘｃｏｓ θ ＋ ｐｙ ｓｉｎ θ

τ ｘ′ｙ′ ＝ ｐｙｃｏｓ θ － ｐｘ ｓｉｎ θ} （２－１６）

将式（２－１５）代入式（２－１６），得

σ ｘ′ ＝ σ ｘｃｏｓ
２θ ＋ σ ｙ ｓｉｎ

２θ ＋ ２τ ｘｙ ｓｉｎ θｃｏｓ θ

τ ｘ′ｙ′ ＝ τ ｘｙ（ｃｏｓ
２θ － ｓｉｎ２θ）＋ （σ ｙ － σ ｘ）ｓｉｎ θｃｏｓ θ} （２－１７）

或改写为

σ ｘ′ ＝
１
２
（σ ｘ ＋ σ ｙ）＋

１
２
（σ ｘ － σ ｙ）ｃｏｓ ２θ ＋ τ ｘｙ ｓｉｎ ２θ （２－１８ａ）
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τ ｘ′ｙ′ ＝
１
２
（σ ｙ － σ ｘ）ｓｉｎ ２θ ＋ τ ｘｙｃｏｓ ２θ （２－１８ｂ）

把式（２－１８ａ）中的 θ 换成 θ＋
π
２
，则得

σ ｙ′ ＝
１
２
（σ ｘ ＋ σ ｙ）－

１
２
（σ ｘ － σ ｙ）ｃｏｓ ２θ － τ ｘｙ ｓｉｎ ２θ （２－１８ｃ）

上式（２－１８）在材料力学中曾经讨论过，并给出了莫尔圆的作图法。于是，当 ＢＣ
面趋于点 Ａ 时，若已知点 Ａ 的应力分量 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ，则由式（２－１８）即可求得过该
点任意方向平面上的应力分量。换言之，对于平面问题，式（２－１８）充分地描述
了一点处的应力状态。

在三维的情况下，在任意一点 Ｏ 附近取出一微小四面体单元 ＯＡＢＣ，斜面
ＡＢＣ 的外法线为 ｎ（图 ２－１０）。如令斜面 ＡＢＣ 的面积为 １，则三角形 ＯＢＣ，ＯＡＣ，

图 ２－１０

ＯＡＢ 的面积分别为

１ × ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ ｌ１
１ × ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ ｌ２
１ × ｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝ ｌ３

如 ＡＢＣ 面上的单位面积的面力为 ｐ，其沿坐标轴方向的分量用 ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 表示，则
不难由微小四面体单元的平衡条件得出

ｐｘ ＝ σ ｘ ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２ ＋ τ ｘｚ ｌ３
ｐｙ ＝ τ ｙｘ ｌ１ ＋ σ ｙ ｌ２ ＋ τ ｙｚ ｌ３
ｐｚ ＝ τ ｚｘ ｌ１ ＋ τ ｚｙ ｌ２ ＋ σ ｚ ｌ３

} （２－１９）

上式（２－１９）按下标记号法与求和约定可缩写为
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［标注 ２－２：

应力分量下标

的物理含义］



ｐｉ ＝ σ ｉｊ ｎ ｊ 　 　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） （２－１９′）
此处 ｎｊ 为斜面 ＡＢＣ 外法线 ｎ 与 ｊ（＝ ｘ，ｙ，ｚ）轴间夹角的方向余弦 ｃｏｓ（ｎ，ｊ），根据
以上定义，有

ｎｘ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ ｌ１
ｎｙ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ ｌ２
ｎｚ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝ ｌ３

　 　 以上讨论的是在空间坐标系 Ｏｘｙｚ 内与坐标轴呈任意倾斜的面上单位面积
的面力 ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 的表达式（２ － １９）。现在考虑当坐标系 Ｏｘｙｚ 变换到坐标系
Ｏｘ′ｙ′ｚ′时，新旧坐标系内各应力分量间的关系。并由此给定应力张量的各元素
在坐标变换时所遵循的法则。

为此，令新坐标系 Ｏｘ′ｙ′ｚ′的 Ｏｘ′轴与图 ２－１０ 中的 ｎ 方向相合，新旧坐标系
间的方向余弦为 ｌ１′１ ＝ ｃｏｓ（ｘ′，ｘ），ｌ１′２ ＝ ｃｏｓ（ｘ′，ｙ），…，如表 ２－１ 所示，则 ｘ′方向的
法向应力 σ ｘ′为

σ ｘ′ ＝ ｐｘ ｌ１′１ ＋ ｐｙ ｌ１′２ ＋ ｐｚ ｌ１′３
将式（２－１９）代入上式，并注意到其中之 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 分别等于 ｌ１′１，ｌ２′２，ｌ３′３，则得

σ ｘ′ ＝σ ｘ ｌ
２
１′１ ＋σ ｙ ｌ

２
１′２ ＋σ ｚ ｌ

２
１′３ ＋２（τ ｘｙ ｌ１′１ ｌ１′２ ＋τ ｙｚ ｌ１′２ ｌ１′３ ＋τ ｘｚ ｌ１′１ ｌ１′３）
表 ２－１

ｘ ｙ ｚ

ｘ′ ｌ１′１ ｌ１′２ ｌ１′３

ｙ′ ｌ２′１ ｌ２′２ ｌ２′３

ｚ′ ｌ３′１ ｌ３′２ ｌ３′３

类似地，由 ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 在 ｙ′，ｚ′方向的投影，可得用 σ ｉｊ（ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ），ｌｉｊ（ｉ，ｊ ＝ １，２，３）
表示的 τ ｘ′ｙ′，τ ｘ′ｚ′，之后将 ｙ′轴与 ｎ 方向重合，类似地可得用 σ ｉｊ，ｌｉｊ表示的 σ ｙ′，τ ｙ′ｘ′，
τ ｙ′ｚ′，再将 ｚ′轴与 ｎ 方向重合，可得用 σ ｉｊ，ｌｉｊ表示的 σ ｚ′，τ ｚ′ｘ′，τ ｚ′ｙ′，这样最终可得用
σ ｉｊ，ｌｉｊ表示的全部 Ｏｘ′ｙ′ｚ′坐标系内的应力分量，即

σ ｉ′ｊ′ ＝ ｌｉ′ｉ ｌ ｊ′ｊσ ｉｊ （２－２０）
此即在应力分量随坐标变换的法则。

凡一组 ９ 个量 σｉｊ，在坐标变换时服从式（２－２０）给出的法则，就称为二阶
张量。

§ ２－５　 边 界 条 件

当物体处于平衡状态时，其内部各点的应力状态应满足平衡微分方程
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［标注 ２－３：

应力分量随

坐标变换的

公式推导］



（２－１２），在边界上应满足边界条件。边界条件可能有三种情况：（１）在边界上
给定面力；（２）在边界上给定位移；（３）在边界上部分给定面力，部分给定位移。
第一种称为应力边界条件；第二种称为位移边界条件；第三种称为混合边界条

件。下面分别以平面问题为例给出这几种边界条件的表示法。

一、应力边界条件

当物体的边界上给定面力时（以后称给定面力的边界为 Ｓσ），则物体边界上

的应力应满足与面力相平衡的力的平衡条件。如边界附近有一点 Ａ，物体的坐
标系为 Ｏｘｙ（图 ２－９），边界线为 ＢＣ，其外法线方向为 ｎ；Ａ 点的应力 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ的

值尚为未知，ＢＣ 面上单位面积的面力为 ｐ，其在 ｘ，ｙ 方向的分量分别为 ｐｘ，ｐｙ，当

点 Ａ 无限趋于 ＢＣ 时，由应力分量 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ与面力 ｐｘ，ｐｙ 之间的平衡条件可得
应力边界条件。ＢＣ 的外法线方向为 ｎ，它的方向余弦为 ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ ｌ１，ｃｏｓ（ｎ，ｙ）
＝ ｌ２，则式（２－１５）可改写为

ｐｘ ＝ σ ｘ ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２
ｐｙ ＝ τ ｘｙ ｌ１ ＋ σ ｙ ｌ２} （２－１５′）

　 　 在三维条件下，则可由边界附近任取一微小四面体 ＯＡＢＣ，如图 ２－１０ 所示。
如面力已知为 ｐ，则相应的应力边界条件为式（２－１９）

ｐｘ ＝ σ ｘ ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２ ＋ τ ｘｚ ｌ３
ｐｙ ＝ τ ｙｘ ｌ１ ＋ σ ｙ ｌ２ ＋ τ ｙｚ ｌ３
ｐｚ ＝ τ ｚｘ ｌ１ ＋ τ ｚｙ ｌ２ ＋ σ ｚ ｌ３

} 　 （在 Ｓσ 上） （２－１９）

即

ｐｉ ＝ σ ｉｊ ｎ ｊ 　 　 （在 Ｓσ 上） （２－１９′）
此处 ｎｊ ＝ ｃｏｓ（ｘｊ，ｎ），从应力边界条件的表达式（２－１５′）或（２－１９）可以看出应力
边界条件与坐标系 Ｏｘｙｚ 的选取及物体边界的方向余弦有关。

对于平面问题，当边界与某一坐标轴相垂直时，应力边界条件可得到简化，

在垂直于 ｘ 轴的边界上 ｎ 与 ｘ 轴方向重合，故有 ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ ±１，ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）
＝ ０，于是式（２－１５）简化成为

σ ｘ ＝ ± ｐｘ，　 τ ｘｙ ＝ ± ｐｙ
同理在垂直于 ｙ 轴的边界上，由于 ｎ 与 ｙ 轴方向重合，故有

ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ ０，　 ｌ２ ＝ ｃｏｓ （ｎ，ｙ）＝ ± １
应力边界条件可化为

σ ｙ ＝ ± ｐｙ，　 　 τ ｙｘ ＝ ± ｐｘ
在这种情况下，边界处应力分量的数值与单位面积上的面力分量相等。且当边

７１§ ２－５　 边界条件 　 　



界的外法线方向沿坐标轴的正向时，取正号；反之取负号。

二、位移边界条件

当边界上已知位移时，应建立物体边界上点的位移与给定位移相等的条件。

如令给定位移的边界为 Ｓｕ，则有（在 Ｓｕ 上）

ｕ ＝ ｕ，　 ｖ ＝ ｖ （２－２１）

其中 ｕ，ｖ 分别为边界上 ｘ，ｙ 方向的已知位移分量。
对于三维问题，位移边界条件为（在 Ｓｕ 上）

ｕｉ ＝ ｕｉ （２－２２）
此处 ｉ ＝ １，２，３（ｕ１，ｕ２，ｕ３ 与 ｕ，ｖ，ｗ 相对应）。

三、混合边界条件

混合边界条件有两种情况。一种情况是在物体的整个边界 Ｓ 上，一部分已
知应力，即给定应力的边界 Ｓσ，此部分边界应用应力边界条件（２－１９），其余部分
给定位移，即给定位移的边界 Ｓｕ，Ｓｕ 上用位移边界条件（２－２２）。这时相当于给
了两种边界。另一情况是在同一部分边界上已知部分位移和部分应力，即给定

位移与应力混合条件。图 ２－１１ 给出的由一组连杆支承深梁就是这种情况，已
知 ＡＢ 面上 ｙ 方向的位移及 ｘ 方向切应力均等于零，即（在 ＳＡＢ上）

ｖ ＝ ｖ ＝ ０，　 　 　 　 τ ｙｘ ＝ －ｐｘ ＝ ０

图 ２－１１

§ ２－６　 主应力与主方向

在受力物体内一点任意方向的微小面元上，一般都有正应力和切应力，不同
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方向的面元上这些应力有不同的数值。当此微小面元转动时，它的法线方向 ｎ
随之改变，面元上的正应力 σ ｎ 和切应力 τｎ 的方向和它们的值也都要发生变化。
在 ｎ 方向不断改变的过程中，必然要出现这样的情况，即面元上只有正应力 σ ｎ，
而切应力 τｎ 等于零。把这时面元的法线方向 ｎ 称为主方向

，相应的正应力 σ ｎ
称为主应力


，σ ｎ 所在的面称为主平面

。以下将说明，物体中任一点都有 ３ 个主
应力和相应的 ３ 个主方向。

在图 ２－１０ 中，如令 ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 为 ＡＢＣ 面上单位面积面力 ｐ 的 ３ 个分量，则有
ｐ２ ＝ ｐ２ｘ ＋ｐ

２
ｙ ＋ｐ

２
ｚ （ａ）

ＡＢＣ 面上的正应力 σ ｎ 即为
σ ｎ ＝ ｐｘ ｌ１ ＋ｐｙ ｌ２ ＋ｐｚ ｌ３ （ｂ）

将式（２－１９）代入式（ｂ），得
σ ｎ ＝（σ ｘ ｌ１ ＋τ ｘｙ ｌ２ ＋τ ｘｚ ｌ３）ｌ１ ＋（τ ｙｘ ｌ１ ＋σ ｙ ｌ２ ＋τ ｙｚ ｌ３）ｌ２ ＋
　 （τ ｚｘ ｌ１ ＋τ ｚｙ ｌ２ ＋σ ｚ ｌ３）ｌ３
＝σ ｘ ｌ

２
１ ＋σ ｙ ｌ

２
２ ＋σ ｚ ｌ

２
３ ＋２（τ ｘｙ ｌ１ ｌ２ ＋τ ｙｚ ｌ２ ｌ３ ＋τ ｘｚ ｌ１ ｌ３） （２－２３）

式（２－２３）为 ｎ 方向（亦即任意方向）的斜面上的正应力的表达式。该面上的切
应力为

τ２ｎ ＝ ｐ
２ － σ２ｎ （２－２４）

将式（ａ）及式（２－２３）代入上式，可得法线方向为 ｎ 的面上的切应力。
如果在一个斜面上的切应力为零，即 τｎ ＝ ０，则从式（２－２４）有 σ

２
ｎ ＝ ｐ

２
，此时

该斜面上的正应力 σ ｎ 就是主应力。在这种情况下该斜面上的正应力 σ ｎ 即与 ｐ
的大小和方向完全相同①。于是有

ｐｘ ＝ ｐｌ１ ＝ σ ｎ ｌ１
ｐｙ ＝ ｐｌ２ ＝ σ ｎ ｌ２
ｐｚ ＝ ｐｌ３ ＝ σ ｎ ｌ３

} （ｃ）

将式（ｃ）代入式（２－１９），得
σ ｘ ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２ ＋ τ ｘｚ ｌ３ ＝ σ ｎ ｌ１
τ ｘｙ ｌ１ ＋ σ ｙ ｌ２ ＋ τ ｙｚ ｌ３ ＝ σ ｎ ｌ２
τ ｘｚ ｌ１ ＋ τ ｙｚ ｌ２ ＋ σ ｚ ｌ３ ＝ σ ｎ ｌ３

} （ｄ）

上式可改写为

（σ ｘ － σ ｎ）ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２ ＋ τ ｘｚ ｌ３ ＝ ０

τ ｘｙ ｌ１ ＋ （σ ｙ － σ ｎ）ｌ２ ＋ τ ｙｚ ｌ３ ＝ ０

τ ｘｚ ｌ１ ＋ τ ｙｚ ｌ２ ＋ （σ ｚ － σ ｎ）ｌ３ ＝ ０
} （２－２５）

９１§ ２－６　 主应力与主方向 　 　

① 该斜面的面积取为 １。



或

（σ ｉｊ － δ ｉｊσ ｎ）ｌ ｊ ＝ ０ （２－２５′）
此处 δ ｉｊ为克罗内克符号

（Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ ｓｙｍｂｏｌ）δ，定义为

δ ｉｊ ＝
１　 　 　 当 ｉ ＝ ｊ
０　 　 　 当 ｉ ≠ ｊ{

ｌ１，ｌ２，ｌ３ 满足下列关系式

ｌ２１ ＋ ｌ
２
２ ＋ ｌ

２
３ ＝ １ （２－２６）

于是得到了含有 σ ｎ，ｌ１，ｌ２，ｌ３ 未知数的 ４ 个方程（２－２５）和（２－２６），求解之后便
可得到主应力及与之对应的主方向。现在用下述方法来讨论问题的解。由于式

（２－２６）说明 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 这 ３ 个方向余弦不可能同时等于零，所以式（２－２５）可看成
关于 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 的线性齐次方程组，而且应当有非零解存在。由齐次方程组有非零
解的条件得到

σ ｘ－σ ｎ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｘｙ σ ｙ－σ ｎ τ ｙｚ
τ ｚｘ τ ｚｙ σ ｚ－σ ｎ

＝ ０ （２－２７）

上式展开后，得

（σ ｘ－σ ｎ）（σ ｙ－σ ｎ）（σ ｚ－σ ｎ）＋τ ｘｙτ ｙｚτ ｘｚ＋τ ｘｙτ ｙｚτ ｘｚ－

　 　 τ ｘｚ（σ ｙ－σ ｎ）τ ｘｚ－τ ｙｚτ ｙｚ（σ ｘ－σ ｎ）－τ ｘｙτ ｘｙ（σ ｚ－σ ｎ）＝ ０
或

σ３ｎ －Ｉ１σ
２
ｎ ＋Ｉ２σ ｎ －Ｉ３ ＝ ０ （２－２８）

其中

Ｉ１ ＝σ ｘ＋σ ｙ＋σ ｚ （２－２９ａ）

Ｉ２ ＝σ ｘσ ｙ＋σ ｘσ ｚ＋σ ｚσ ｙ－τ
２
ｘｙ－τ

２
ｙｚ－τ

２
ｘｚ （２－２９ｂ）

Ｉ３ ＝

σ ｘ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｘｙ σ ｙ τ ｙｚ
τ ｘｚ τ ｙｚ σ ｚ

（２－２９ｃ）

方程（２－２８）是关于 σ ｎ 的三次方程，它的 ３ 个根，即为 ３ 个主应力，其相应的 ３
组方向余弦对应于 ３ 组主平面。方程（２－２８）的 ３ 个根都是实根，因为，式（２－
２５）说明主应力是应力张量 σ ｉｊ的特征值，式（２－２７）或式（２－２８）为特征方程。因
应力张量为对称张量，其各元素均为实数，故必有实特征根，即 ３ 个主应力都是
实数，其方向余弦为应力张量 σ ｉｊ的特征向量。方程（２－２８）的 ３ 个根均为实数的
证明还可以从三次方程根的性质的代数理论中得到。至于其方向，可以通过将

３ 个主应力分别代入式（２－２５）（即将主应力 σ 换 σ ｎ），再利用式（２－２６）而求得。
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可以证明，若 ３ 个主应力互不相等，即方程（２－２８）无重根，则它们的方向即主方
向，必相互垂直。还可以进一步讨论方程（２－２８）有 ２ 个或 ３ 个重根的情况①。

主应力的大小与坐标选择无关，故方程（２－２８）的 ３ 个系数 Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３ 也与坐
标选择无关，否则，主应力就要随坐标选择的不同而变化，所以 Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３ 为不变
量，分别称为第一、第二、第三应力张量不变量，简称应力不变量。


解式（２－２８）后，得到所考虑点的 ３ 个主应力，从大到小记为 σ１，σ２，σ３，即

σ１ ＞σ２ ＞σ３。
如果坐标轴恰与主方向重合，则应力不变量用主应力表示为

Ｉ１ ＝σ１ ＋σ２ ＋σ３
Ｉ２ ＝σ１σ２ ＋σ２σ３ ＋σ１σ３
Ｉ３ ＝σ１σ２σ３

} （２－３０）

以主应力 σ１，σ２，σ３ 的方向为坐标轴（记为 １，２，３）的几何空间，称为主向空
间或主应力空间。


要了解在主向空间任意斜面上的应力，可假定某一斜面的应

力矢量为 ｐ，该斜面的方向余弦为 ｌ１，ｌ２，ｌ３（图 ２－１０），注意到 ｐ 在坐标轴方向的
３ 个投影分别为ｐ１ ＝σ１ ｌ１，ｐ２ ＝ σ２ ｌ２，ｐ３ ＝ σ３ ｌ３，于是该面上的正应力 σ 与切应力 τ
的关系为

σ２ ＝ ｐ２ －τ２ ＝ ｐ２１ ＋ｐ
２
２ ＋ｐ

２
３ －τ

２

＝σ２１ ｌ
２
１ ＋σ

２
２ ｌ
２
２ ＋σ

２
３ ｌ
２
３ －τ

２
（２－３１）

由于

σ ＝ ｐ１ ｌ１ ＋ｐ２ ｌ２ ＋ｐ３ ｌ３ ＝σ１ ｌ
２
１ ＋σ２ ｌ

２
２ ＋σ３ ｌ

２
３ （２－３２）

故有

τ ＝ σ２１ ｌ
２
１ ＋σ

２
２ ｌ
２
２ ＋σ

２
３ ｌ
２
３ －（σ１ ｌ

２
１ ＋σ２ ｌ

２
２ ＋σ３ ｌ

２
３）槡
２

（２－３３）
现在讨论一种特殊情况，即在主向空间取一斜面，该斜面的法线 ｎ 与 ３ 个坐

标轴呈等倾斜，即

ｌ１ ＝ ｌ２ ＝ ｌ３
由于

ｌ２１ ＋ｌ
２
２ ＋ｌ

２
３ ＝ １

故

ｌ１ ＝ ｌ２ ＝ ｌ３ ＝
１

槡３
或

１２§ ２－６　 主应力与主方向 　 　

① 详见参考文献［１７］。



ａｒｃｃｏｓ ｌ１ ＝ ａｒｃｃｏｓ ｌ２ ＝ ａｒｃｃｏｓ ｌ３ ＝ ５４°４４′
在这个三维空间中的上半空间（ｘｙ 平面以上，即 ｚ 的正方向）可构成 ４ 个这

样的面，在下半空间（ｘｙ 平面以下，即 ｚ 的负方向）也可构成 ４ 个这样的面，共有
８ 个，这 ８ 个面组成了一个正八面体，其中每一个面称为八面体平面。


图 ２－１２

给出了八面体的图形。

图 ２－１２

鉴于八面体平面上的应力的特殊性，下面给出八面体平面上的正应力和切

应力。八面体平面上的正应力 σ８ 由式（２－３２），得

σ８ ＝
１
３
（σ１ ＋σ２ ＋σ３） （２－３４）

由式（２－３３），得八面体面上的切应力为

τ８ ＝
１
３
（σ１ －σ２）

２ ＋（σ２ －σ３）
２ ＋（σ１ －σ３）槡

２
（２－３５）

一般情况为

τ８ ＝
１
３
［（σ ｘ－σ ｙ）

２ ＋（σ ｙ－σ ｚ）
２ ＋（σ ｚ－σ ｘ）

２ ＋６（τ２ｘｙ＋τ
２
ｙｚ＋τ

２
ｘｚ）］

１
２ （２－３５′）

§ ２－７　 应力球张量与应力偏张量

在外力作用下，物体的变形，通常可分为体积改变和形状改变两种成分，并
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且认为体积的改变是由于各向相等的应力引起的。试验证明，固体材料在各向

相等的应力作用下，一般都表现为弹性性质①。因而可以认为，材料的非弹性变

形主要是物体产生形状变化时产生的。这样，在塑性理论中，常要根据这一特点

把应力状态进行分解。

在一般情况下，某一点处的应力状态可以分解为两部分，一部分是各向相等

的压（或拉）应力 σ ｉｉ，另一部分记为 ｓｉｊ，即

σ ｉｊ ＝σ ｉｉ＋ｓｉｊ （２－３６）
其中

σ ｉｉ ＝

σｍ ０ ０

０ σｍ ０

０ ０ σｍ













ｓｉｊ ＝

σ ｘ－σｍ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｘｙ σ ｙ－σｍ τ ｙｚ
τ ｘｚ τ ｙｚ σ ｚ－σｍ













σｍ ＝
１
３
（σ ｘ＋σ ｙ＋σ ｚ）＝

１
３
（σ１ ＋σ２ ＋σ３）＝ σ８

σ ｉｉ可定义为球形应力张量，简称应力球张量。
而 ｓｉｊ则称为偏斜应力张量，

简称应力偏张量。

应力球张量表示一种“球形”应力状态。实际上，在主向空间内，如令一斜

面 ｎ 上的应力矢量为 ｐ，其沿 １，２，３ 轴的分量为
ｐ１ ＝σ１ ｌ１
ｐ２ ＝σ２ ｌ２
ｐ３ ＝σ３ ｌ３

代入式（２－２６），得
ｐ２１
σ２１
＋
ｐ２２
σ２２
＋
ｐ２３
σ２３
＝ １ （２－３７）

上式是一个椭球面方程，它表示在以 ｐ１，ｐ２，ｐ３ 为坐标轴的空间内的主半轴为

σ１，σ２，σ３ 的一个椭球面，称为应力椭球面
（图 ２－１３ａ）。意思是说，当任一点 Ｏ

的每一斜面上的应力都用应力矢量 ｐ（其分量为 ｐ１，ｐ２，ｐ３）表示的话，则任一从
点 Ｏ 做出的这种矢量的矢端都落在此椭球面上，如图 ２－１３ａ 所示。
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① 布里奇曼（Ｂｒｉｄｇｍａｎ，Ｐ．Ｗ．）１９３１ 年的试验证明，对于金属材料，在大约 ２ ５ ＧＰａ 的静水压力作用
下，才呈现出很小的压缩性。



图 ２－１３

当 σ１ ＝σ２ ＝σ３ ＝σｍ 时，式（２－３７）可化为

ｐ２１ ＋ｐ
２
２ ＋ｐ

２
３ ＝σ

２
ｍ

这是一个以 σｍ 为半径，以坐标原点为球心的球面的方程，是上述应力椭球面的
特殊情况。它表示一个球形应力状态，如图 ２－１３ｂ 所示。应力球张量便由此而
得名。

应力偏张量则只由偏应力分量 σ ｘ－σｍ ＝ ｓ１，σ ｙ －σｍ ＝ ｓ２，σ ｚ－σｍ ＝ ｓ３，及切应力
分量 τ ｘｙ，τ ｙｚ，τ ｘｚ构成。以主应力表示的应力偏张量为

ｓｉｊ ＝

２σ１ －σ２ －σ３
３

０ ０

０
２σ２ －σ３ －σ１

３
０

０ ０
２σ３ －σ１ －σ２

３





















对于应力球张量和应力偏张量 ｓｉｊ，可以类似于应力张量 σ ｉｊ那样得到其应力
不变量。应力偏张量的 ３ 个不变量为
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Ｊ１ ＝ ０

Ｊ２ ＝ －
１
６
［（σ１ －σ２）

２ ＋（σ２ －σ３）
２ ＋（σ３ －σ１）

２
］

　 ＝ －
１
２
（ｓ２１ ＋ｓ

２
２ ＋ｓ

２
３）＝ ｓ１ ｓ２ ＋ｓ２ ｓ３ ＋ｓ３ ｓ１

Ｊ３ ＝ ｓ１ ｓ２ ｓ３















（２－３８）

其中

ｓ１ ＝σ１ －σｍ
ｓ２ ＝σ２ －σｍ
ｓ３ ＝σ３ －σｍ

} （２－３９）

例 ２－１　 若已给定坐标系如图 ２－１４ 所示，试列出图中各平面问题的自由边
界的应力边界条件。

图 ２－１４

解：图 ２－１４ａ
１）题中给定坐标系 Ｏｘｙ。
２）求方向余弦。
已知边界 Ｓ 与 ｘ 轴相垂直，故有

ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ １，　 　 ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ ０

３）已知 ｐｘ ＝ ｐｙ ＝ ０。
４）代入应力边界条件公式（２－１５′），得

σ ｘ ＝ ｐｘ ＝ ０，　 　 τ ｘｙ ＝ ｐｙ ＝ ０
即应力边界条件为（在 Ｓ 上）

σ ｘ ＝ τ ｘｙ ＝ ０
图 ２－１４ｂ
１）题已给定坐标系 Ｏｘｙ。
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２）求方向余弦。已知边界 Ｓ 与 ｙ 轴成 θ 角，故有
ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ ｃｏｓ θ
ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ ｓｉｎ θ

３）Ｓ 为自由边界，故有
ｐｘ ＝ ｐｙ ＝ ０

４）代入式（２－１５′），得
０ ＝σ ｘｃｏｓ θ＋τ ｘｙ ｓｉｎ θ
０ ＝ τ ｘｙｃｏｓ θ＋σ ｙ ｓｉｎ θ

得边界条件为

σ ｘ ＝ －τ ｘｙ ｔａｎ θ
σ ｙ ＝ －τ ｘｙｃｏｔ θ

图 ２－１５

例 ２－２ 　 设有图 ２－１５ 所示三角形水坝，
试列出 ＯＡ 面（光滑面）的应力边界条件。

解：此问题可作为平面应变问题考虑。

１）选取坐标系 Ｏｘｙ 如图示，坐标原点在
坝顶 Ｏ 处。

２）计算方向余弦，因 ＯＡ 面与 ｘ 轴垂
直，故

ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝ －１

ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ ０

３）求面力分量 ｐｘ，ｐｙ，设水的密度为 ρ，则有

ｐｘ ＝ ρｇｙ

ｐｙ ＝ ０
４）代入边界条件式（２－１５′），得

ｐｘ ＝σ ｘ ｌ１ ＋τ ｘｙ ｌ２ ＝ －σ ｘ ＝ ρｇｙ

ｐｙ ＝ τ ｘｙ ｌ１ ＋σ ｙ ｌ２ ＝ τ ｘｙ ＝ ０
由此得

σ ｘ ＝ －ρｇｙ

τ ｘｙ ＝ ０
例 ２－３　 设在平面问题条件下，一点 Ｐ 的应力状态为已知，试求：（１）主应

力及主方向，（２）最大切应力及其所在的面 θＰ。
解：

（１）已知一点的应力状态，即给定的应力张量
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σ ｉｊ ＝
σ ｘ τ ｘｙ ０

τ ｘｙ σ ｙ ０

０ ０ ０











设某一平面 Ｃ 的法线与 ｘ 轴成 θ 角（图 ２－１６），则有

图 ２－１６

ｌ１ ＝ ｃｏｓ θ，　 ｌ２ ＝ ｓｉｎ θ，　 ｌ３ ＝ ０
代入式（２－１８），得 Ｃ 面上的正应力及切应力分别为

σ ｎ ＝
１
２
（σ ｘ＋σ ｙ）＋

１
２
（σ ｘ－σ ｙ）ｃｏｓ ２θ＋τ ｘｙ ｓｉｎ ２θ （ａ）

τｎ ＝ －
１
２
（σ ｘ－σ ｙ）ｓｉｎ ２θ＋τ ｘｙｃｏｓ ２θ （ｂ）

如 ｎ 方向为主方向，Ｃ 面为主平面，则 τｎ ＝ ０，由式（ｂ）得到

ｔａｎ ２θ ＝
２τ ｘｙ
σ ｘ－σ ｙ

（ｃ）

由于 ｔａｎ ２θ ＝ ｔａｎ（π＋２θ），所以，ｎ 方向及与之正交的方向是两个主方向。两个主

平面的法线与 Ｏｘ 轴分别呈 θ 及 θ＋
π
２
角度，则

θ ＝
１
２
ａｒｃｔａｎ

２τ ｘｙ
σ ｘ－σ ｙ

（ｄ）

将由式（ｄ）所得之结果代入式（ａ），可得 ２ 个主应力 σ１，σ２ 之值，亦可由代数运
算求出主应力的一般公式为

σ１，２ ＝
σ ｘ＋σ ｙ
２
±

σ ｘ－σ ｙ
２( )

２

＋τ２
槡 ｘｙ

（２）欲求最大或最小切应力所在的面，可由下列条件求出
ｄτｎ
ｄθ
＝ ０
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由此得

ｃｏｔ ２θＰ ＝ －
２τ ｘｙ
σ ｘ－σ ｙ

（ｅ）

和前一种情况类似，２θＰ 和 ２θＰ＋π 同时满足上式，由此可知最大和最小切应力作
用面相互垂直。由式（ｅ）求出 ｃｏｓ θ，ｓｉｎ θ 后，代入式（ｂ），可得

τｍａｘ
τｍｉｎ } ＝ ±

１
２

σ ｘ－σ ｙ
２( )

２

＋τ２
槡 ｘｙ

当 τ ｘｙ ＝ ０ 时，σ ｘ ＝σ１，σ ｙ ＝σ２ 为 ２ 个主应力，此时最大、最小切应力为
τｍａｘ
τｍｉｎ } ＝ ±

１
２
（σ１ －σ２）

比较式（ｃ）与（ｅ），可以看出

ｔａｎ ２θ ＝ －ｃｏｔ ２θＰ ＝ ｔａｎ ２θＰ＋
π
２( )

所以，最大、最小切应力所在的面与主平面成 ４５°角。

本章复习要点

　 　 １ 应力矢量 σ的准确定义：

ｌｉｍ
ΔＳ→０

Δｐ
ΔＳ
＝σ

２ 一点应力状态的描述，应力张量 σ ｉｊ完全确定了一点的应力状态，即

σ ｉｊ ＝

σ ｘ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｙｘ σ ｙ τ ｙｚ
τ ｚｘ τ ｚｙ σ ｚ













＝σ ｉｉ＋ｓｉｊ

３ 三类边界条件：
应力边界条件 ｐｉ ＝σ ｉｊ ｎ ｊ（在 Ｓσ 上）；

位移边界条件 ｕｉ ＝珔ｕｉ（在 Ｓｕ 上）；
两种形式的混合边界条件。

４ 三个应力不变量 Ｉ１，Ｉ２，Ｉ３：
　 　 　 　 　 　 　 　 Ｉ１ ＝σ ｘ＋σ ｙ＋σ ｚ

Ｉ２ ＝σ ｘσ ｙ＋σ ｘσ ｚ＋σ ｚσ ｙ－τ
２
ｘｙ－τ

２
ｙｚ－τ

２
ｘｚ

Ｉ３ ＝

σ ｘ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｘｙ σ ｙ τ ｙｚ
τ ｘｚ τ ｙｚ σ ｚ
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５ 应力偏张量的概念及应力偏张量的三个不变量：
Ｊ１ ＝ ０

Ｊ２ ＝ ｓ１ ｓ２ ＋ｓ２ ｓ３ ＋ｓ３ ｓ１
Ｊ３ ＝ ｓ１ ｓ２ ｓ３

思　 考　 题

　 　 ２－１　 为什么定义物体内部应力状态的时候要采取在一点的邻域取极限的办法？是什

么物理意义？

２－２　 满足平衡方程和边界条件的应力是否是实际的应力？为什么？

２－３　 切应力互等定理有没有前提条件？为什么？

２－４　 应力不变量为什么不变？

２－５　 平面应力与平面应变的主要异同是什么？它们都是怎样从实际问题中简化而来的？

习　 　 题

２－１　 已知一点处的应力状态为

１２ ６ ０

６ １０ ０

０ ０ ０










×１０３ Ｐａ

试求该点处的最大主应力及主方向。

答案：σ１ ＝ １７ ０８３×１０
３ Ｐａ，σ１ 与 ｘ 轴间的夹角为 ４０°１６′。

２－２　 试用初等理论求出受均布荷载作用的简支梁（矩形截面）的应力状态，并校核所得

结果是否满足平衡方程与边界条件。

２－３　 试证在坐标变换时，Ｉ１ 为一不变量。

２－４　 已知下列应力状态

σ ｉｊ ＝
５ ３ ８

３ ０ ３

８ ３ １１










×１０５ Ｐａ

试求八面体正应力与切应力。

答案：σ８ ＝ ５ ３３３×１０
５ Ｐａ，τ８ ＝ ８ ６５３×１０

５ Ｐａ。

２－５　 试写出下列情况的边界条件（坐标系如图所示）。

２－６　 设图中之短柱体处于平面应力状态，试证在牛腿尖端 Ｃ 处的应力等于零。

９２习题 　 　



题 ２－５ 图

题 ２－６ 图
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第三章

应　 　 变

§ ３－１　 变形与应变的概念

前面讨论了受力物体的应力，现在开始讨论受力物体的变形。在外力作用

下，物体各点的位置要发生变化，即发生位移。如果物体各点发生位移后仍保持

图 ３－１

各点间的初始状态的相对位置，那么物体实

际上只产生了刚体移动和转动，称这种位移

为刚体位移


。如果物体各点发生位移后改变

了各点间初始状态的相对位置，则物体就同

时也产生了形状的变化，统称为该物体产生

了变形


。

本节主要讨论弹性物体的变形。

设有一弹性体（图 ３ － １），在外力作用下
发生了变形。图中实线轮廓为变形前的状

态，虚线为变形后的状态。物体中的点 Ａ 和
Ｂ，变形后的位置为 Ａ′和 Ｂ′。各点的位移可以用其 ｘ，ｙ，ｚ 方向的位移分量 ｕ，ｖ，ｗ
表示。因而只要确定了物体各点的位移，物体的变形状态就确定了。因为物体

各点的位移一般是不同的，故位移分量 ｕ，ｖ，ｗ 应为坐标的函数，即
ｕ ＝ ｕ（ｘ，ｙ，ｚ），　 ｖ ＝ ｖ（ｘ，ｙ，ｚ），　 ｗ ＝ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）

为了确定物体各点的位移，首先研究物体中任一微小线段的变形状态。以

此逐步阐述应变的概念。

图 ３－２

设在 Ｏｘｙ 平面内未变形前物体中相邻的两点
Ｐ０（ｘ０，ｙ０）和Ｐ（ｘ，ｙ）间的线段为 Ｐ０Ｐ，变形后该线段
两端分别移到 Ｐ′０ （ｘ′０ ，ｙ′０ ）和 Ｐ′（ｘ′，ｙ′）。如 Ｐ０Ｐ 用
矢量 ｓ 表示（图 ３－２），变形后为 ｓ′。ｓ 沿 ｘ，ｙ 轴的分
量为 ｓｘ，ｓｙ。而 ｓ′的分量为

ｓ′ｘ ＝ ｓｘ＋δｓｘ
ｓ′ｙ ＝ ｓｙ＋δｓｙ

Ｐ０ 点的位移分量为



ｕ０ ＝ ｘ′０ －ｘ０
ｖ０ ＝ ｙ′０ －ｙ０ } （３－１）

Ｐ 点的位移分量为
ｕ ＝ ｘ′－ｘ
ｖ ＝ ｙ′－ｙ } （３－２）

假定位移 ｕ，ｖ 为 ｘ，ｙ 的单值连续函数，则可将 Ｐ 点的位移对 Ｐ０ 点按泰勒级
数展开，即有

ｕ ＝ ｕ０ ＋
ｕ
ｘ
ｓｘ＋
ｕ
ｙ
ｓｙ＋ｏ（ｓ

２
ｘ，ｓ

２
ｙ）

ｖ ＝ ｖ０ ＋
ｖ
ｘ
ｓｘ＋
ｖ
ｙ
ｓｙ＋ｏ（ｓ

２
ｘ，ｓ

２
ｙ）










（３－３）

由于 Ｐ 就在 Ｐ０ 的邻域，ｓ 是个小量，故 ｓｘ，ｓｙ 的二次项认为是可以略去不计的高
阶微量。

将式（３－１）和式（３－２）代入式（３－３），可得

ｕ－ｕ０ ＝（ｘ′－ｘ）－（ｘ′０ －ｘ０）＝
ｕ
ｘ
ｓｘ＋
ｕ
ｙ
ｓｙ

ｖ－ｖ０ ＝（ｙ′－ｙ）－（ｙ′０ －ｙ０）＝
ｖ
ｘ
ｓｘ＋
ｖ
ｙ
ｓｙ

而矢量 ｓ，ｓ′的变化为

δｓｘ ＝ ｓ′ｘ －ｓｘ ＝（ｘ′－ｘ′０）－（ｘ－ｘ０）＝ （ｘ′－ｘ）－（ｘ′０ －ｘ０）

δｓｙ ＝ ｓ′ｙ －ｓｙ ＝（ｙ′－ｙ′０）－（ｙ－ｙ０）＝ （ｙ′－ｙ）－（ｙ′０ －ｙ０）

于是有

δｓｘ ＝
ｕ
ｘ
ｓｘ＋
ｕ
ｙ
ｓｙ

δｓｙ ＝
ｖ
ｘ
ｓｘ＋
ｖ
ｙ
ｓｙ











（３－４）

或简写为

δｓｉ ＝ ｕｉ，ｊ ｓ ｊ （３－４′）

在二维情况，ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，此时 ｕｉ，ｊ为

ｕｉ，ｊ ＝
ｕ ／ ｘ ｕ ／ ｙ ０
ｖ ／ ｘ ｖ ／ ｙ ０
０ ０ ０











在三维情况，ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ，此时 ｕｉ，ｊ为
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ｕｉ，ｊ ＝
ｕ ／ ｘ ｕ ／ ｙ ｕ ／ ｚ
ｖ ／ ｘ ｖ ／ ｙ ｖ ／ ｚ
ｗ ／ ｘ ｗ ／ ｙ ｗ ／ ｚ











称为相对位移张量


。一般地说，它是不对称的。

由图 ３－２ 明显看出，当 ｓ 移至 ｓ′时有刚体位移发生，但这种刚体移动并不引
起物体的变形，在应变分析中不需要考虑，故应从以上公式中消去表示刚体移动

的一部分位移。为此，设想 ｓ 经刚体位移至 ｓ′的位置。此时，因 ｓ 的长度没有变
化，故有

ｓ２ ＝ ｓ′２ ＝（ｓｘ＋δｓｘ）
２ ＋（ｓｙ＋δｓｙ）

２
（３－５）

展开上式，并略去 δｓｉ 的高阶微量后，得

ｓ２ ＝ ｓ２ ＋２（ｓｘδｓｘ＋ｓｙδｓｙ）
由此得

ｓｘδｓｘ＋ｓｙδｓｙ ＝ ０ （３－６）
或

ｓｉδｓｉ ＝ ０ （３－６′）
与式（３－４′）比较，有

ｓｉδｓｉ ＝ ｓｉ ｕ ｉ，ｊ ｓ ｊ ＝ ０
或

ｕ
ｘ
ｓ２ｘ ＋
ｕ
ｙ
＋ 
ｖ
ｘ( ) ｓｘ ｓｙ＋ ｖｙｓ２ｙ ＝ ０

由 ｓｘ，ｓｙ 的任意性，得

ｕ
ｘ
＝ 
ｖ
ｙ
＝ ０ （３－７）

ｕ
ｙ
＋ 
ｖ
ｘ
＝ ０ （３－８）

同样地，当在 Ｏｙｚ 平面和 Ｏｘｚ 平面讨论时，可得出另外 ３ 个条件：

ｗ
ｚ
＝ ０

ｕ
ｚ
＋ 
ｗ
ｘ
＝ 
ｗ
ｙ
＋ 
ｖ
ｚ
＝ ０

从而当在 Ｏｘｙｚ 空间讨论时，则同时得到以下 ６ 个条件：
ｕｉ，ｊ ＝ －ｕｊ，ｉ

这就是说，对应于刚体移动的相对位移张量，必为反对称张量


。

任何一个二阶张量都可以唯一地分解成一个对称张量和一个反对称张量。
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因而 ｕｉ，ｊ分解的反对称部分表示刚体位移部分，对称部分表示纯变形部分。于
是，ｕｉ，ｊ可分解为如下两部分：

ｕｉ，ｊ ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ＋ｕｊ，ｉ）＋

１
２
（ｕｉ，ｊ－ｕｊ，ｉ） （３－９）

或

ｕｉ，ｊ ＝ ε ｉｊ＋ω ｉｊ （３－９′）
此处

ε ｉｊ ＝

ｕ
ｘ

１
２
ｖ
ｘ
＋ 
ｕ
ｙ( ) ０

１
２
ｖ
ｘ
＋ 
ｕ
ｙ( ) ｖ

ｙ
０

０ ０ ０

















（３－１０）

ω ｉｊ ＝

０
１
２
ｕ
ｙ
－ 
ｖ
ｘ( ) ０

１
２
ｖ
ｘ
－ 
ｕ
ｙ( ) ０ ０

０ ０ ０

















（３－１１）

ε ｉｊ即应变张量
，ω ｉｊ即转动张量

。

对于三维情况，应变张量为

ε ｉｊ ＝

ｕ
ｘ

１
２
ｖ
ｘ
＋ 
ｕ
ｙ( ) １

２
ｗ
ｘ
＋ 
ｕ
ｚ( )

１
２
ｖ
ｘ
＋ 
ｕ
ｙ( ) ｖ

ｙ
１
２
ｖ
ｚ
＋ 
ｗ
ｙ( )

１
２
ｗ
ｘ
＋ 
ｕ
ｚ( ) １

２
ｖ
ｚ
＋ 
ｗ
ｙ( ) ｗ

ｚ





















（３－１２）

转动张量为

ω ｉｊ ＝

０
１
２
ｕ
ｙ
－ 
ｖ
ｘ( ) １

２
ｕ
ｚ
－ 
ｗ
ｘ( )

１
２
ｖ
ｘ
－ 
ｕ
ｙ( ) ０

１
２
ｖ
ｚ
－ 
ｗ
ｙ( )

１
２
ｗ
ｘ
－ 
ｕ
ｚ( ) １

２
ｗ
ｙ
－ 
ｖ
ｚ( ) ０





















（３－１３）

这样对于纯变形来说，方程（３－４）化为
δｓｉ ＝ ε ｉｊ ｓ ｊ （３－１４）
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现在说明应变张量 ε ｉｊ的物理意义。如 ｓ 平行于 ｘ 轴，则
ｓｘ ＝ ｓ，　 ｓｙ ＝ ０

则式（３－１４）化为

ε ｘｘ ＝ ε ｘ ＝
δｓｘ
ｓｘ
＝ δ
ｓ
ｓ

可见，ε ｘ 表示原来与 ｘ 轴平行的矢量的单位长度的伸长（或压缩），称为线应变
或正应变


。同理可知 ε ｙ 和 ε ｚ 的物理意义也是线应变。
如有两个矢量 ｓ１，ｓ２ 变形前分别平行于 ｘ 轴、ｙ 轴（图 ３－３），ｉ，ｊ 分别为 Ｏｘ，

Ｏｙ 方向的单位矢量，则

图 ３－３

ｓ１ ＝ ｉｓ１，　 ｓ２ ＝ ｊｓ２
　 　 变形后，ｓ１、ｓ２ 分别变为 ｓ′１，ｓ′２，相应地，点 Ｐ、Ａ 和 Ｂ 分别移动到 Ｐ′、Ａ′和 Ｂ′，

水平矢量 ｓ１ 的转角为 α。由小变形假设，
ｕ
ｘ
、
ｖ
ｘ
均远小于 １，因此

α≈ｔａｎ α ＝
δｓ１ｙ
ｓ１ ＋δｓ１ｘ

＝

ｖ
ｘ
ｄｘ

ｄｘ＋
ｕ
ｘ
ｄｘ
＝

ｖ
ｘ

１＋
ｕ
ｘ

≈
ｖ
ｘ

（３－１５）

同理可得垂直矢量 ｓ２ 的转角 β 为

β≈
ｕ
ｙ

（３－１６）

５３§ ３－１　 变形与应变的概念 　 　



如果将变形前后与 Ｏｘ、Ｏｙ 轴正方向一致的相互垂直的两线段在变形过程中发
生的夹角改变称为切应变


γ ｘｙ，则

γ ｘｙ ＝ α＋β ＝
ｕ
ｙ
＋
ｖ
ｘ

（３－１７）

注意到式（３－１２），有
γ ｘｙ ＝ ２ε ｘｙ （３－１８）

或

ε ｘｙ ＝
１
２
γ ｘｙ （３－１９）

切应变的正负号规定为当两个正向（或负向）坐标轴间的直角减小时为正，反之

为负。于是，得到了二维应变情况下的全部（３ 个）应变分量

ε ｘ ＝
ｕ
ｘ

ε ｙ ＝
ｖ
ｙ

γ ｘｙ ＝
ｕ
ｙ
＋ ｖ
ｘ















（３－２０）

对于平面问题，一点处的应变状态就由这 ３ 个应变分量完全确定。
三维问题各应变分量为

ε ｘ ＝
ｕ
ｘ

ε ｙ ＝
ｖ
ｙ

ε ｚ ＝
ｗ
ｚ

γ ｘｙ ＝
ｕ
ｙ
＋ ｖ
ｘ

γ ｙｚ ＝
ｖ
ｚ
＋ ｗ
ｙ

γ ｘｚ ＝
ｗ
ｘ
＋ ｕ
ｚ























（３－２１）

　 　 显然，ｘ 轴与 ｙ 轴的角度变化及 ｙ 轴与 ｘ 轴间的角度变化是没有什么不同
的，即有

γ ｘｙ ＝ γ ｙｘ，　 γ ｙｚ ＝ γ ｚｙ，　 γ ｚｘ ＝ γ ｘｚ （３－２２）
式（３－２１）称为应变位移关系式


，也称几何方程。用张量符号可缩写为
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［标注 ３－１：

三维情况下

应变－位移关

系的几何推导］



ε ｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ ＋ ｕｊ，ｉ）　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） （３－２１′）

由以上讨论可知，当 ｉ ＝ ｊ 时，得到的是正应变。当 ｉ≠ ｊ 时得到的是切应变。对切
应变有

ε ｉｊ ＝ ε ｊｉ （３－２３）

§ ３－２　 主应变与主应变方向

与讨论应力状态时相类似。把切应变等于零的面称为主平面，主平面的法

线方向称为主应变方向，主平面上的正应变就是主应变。

图 ３－４

设在 ＡＢＣ 面的法线方向有一矢量 ｓｎ（图 ３－
４），在变形过程中 ｓｎ 的方向不变，只有长度变
化为 δｓｎ。因 ｓｎ 与 δｓｎ 是在一条直线上，故 ｓｎ
与 δｓｎ 的分量成比例，即

δｓｎ
ｓｎ
＝
δｓｘ
ｓｘ
＝
δｓｙ
ｓｙ
＝
δｓｚ
ｓｚ

（３－２４）

其中 ｓｘ，ｓｙ，ｓｚ 及 δｓｘ，δｓｙ，δｓｚ 分别为 ｓｎ 及 δｓｎ 在
Ｏｘ，Ｏｙ，Ｏｚ 轴上的投影。考虑到

δｓｎ
ｓｎ
＝ εｎ

则有

δｓｘ ＝ εｎ ｓｘ，　 δｓｙ ＝ εｎ ｓｙ，　 δｓｚ ＝ εｎ ｓｚ （３－２５）
于是，由式（３－１４），有

δｓｘ ＝ ε ｘ ｓｘ ＋ ε ｘｙ ｓｙ ＋ ε ｘｚ ｓｚ
δｓｙ ＝ ε ｘｙ ｓｘ ＋ ε ｙ ｓｙ ＋ ε ｙｚ ｓｚ
δｓｚ ＝ ε ｘｚ ｓｘ ＋ ε ｙｚ ｓｙ ＋ ε ｚ ｓ ｚ

} （３－２６）

将式（３－２５）代入式（３－２６），得

（ε ｘ － εｎ）ｓｘ ＋ ε ｘｙ ｓｙ ＋ ε ｘｚ ｓｚ ＝ ０

ε ｘｙ ｓｘ ＋ （ε ｙ － εｎ）ｓｙ ＋ ε ｙｚ ｓｚ ＝ ０

ε ｘｚ ｓｘ ＋ ε ｙｚ ｓｙ ＋ （ε ｚ － εｎ）ｓｚ ＝ ０
} （３－２７）

或

（ε ｉｊ － δ ｉｊεｎ）ｓｊ ＝ ０ （３－２７′）

７３§ ３－２　 主应变与主应变方向 　 　



式（３－２７）与式（２－２５）完全相似，故可得出以 εｎ 为未知量的一个三次方程

ε３ｎ －Ｉ′１ ε
２
ｎ ＋Ι ′２ εｎ －Ｉ′３ ＝ ０ （３－２８）

其中

Ι ′１ ＝ ε ｘ＋ε ｙ＋ε ｚ
Ι ′２ ＝ ε ｘε ｙ＋ε ｙε ｚ＋ε ｘε ｚ－（ε

２
ｘｙ＋ε

２
ｙｚ＋ε

２
ｘｚ）

　 　 　 　 　 　 Ι ′３ ＝
ε ｘ 　 　 ε ｘｙ 　 　 ε ｘｚ
ε ｙｘ 　 　 ε ｙ 　 　 ε ｙｚ
ε ｚｘ 　 　 ε ｚｙ 　 　 ε ｚ

＝ ε ｘε ｙε ｚ＋２ε ｘｙε ｙｚε ｚｘ－（ε ｘε
２
ｙｚ＋ε ｙε

２
ｘｚ＋ε ｚε

２
ｘｙ） （３－２９）

分别称为第一、第二、第三应变不变量


。

方程（３－２８）有 ３ 个实根，即主应变 ε１，ε２，ε３，用与例 ２－３ 完全类似的方法
可得最大、最小切应变为

γ１ ＝ ±（ε２ － ε３）

γ２ ＝ ±（ε１ － ε３）

γ３ ＝ ±（ε１ － ε２）
} （３－３０）

八面体切应变为

γ８ ＝
２
３
εｘ －εｙ( ) ２ ＋ εｙ －εｚ( ) ２ ＋ εｚ －εｘ( ) ２ ＋６ ε２ｘｙ ＋ε

２
ｙｚ ＋ε

２
ｘｚ( )[ ]

１
２

（３－３１）
应变偏张量及其不变量分别为

ｅｉｊ ＝

１
３
（２ε１ － ε２ － ε３）　 　 　 　 ０　 　 　 　 　 　 　 ０

　 　 ０　 　 　 　 　
１
３
（２ε２ － ε１ － ε３）　 　 　 　 ０

　 　 ０　 　 　 　 　 　 　 　 　 ０　 　 　 　 　
１
３
（２ε３ － ε２ － ε１）




















（３－３２）

及

Ｊ′１ ＝ ０

Ｊ′２ ＝ ｅ１ ｅ２ ＋ ｅ２ ｅ３ ＋ ｅ３ ｅ１
Ｊ′３ ＝ ｅ１ ｅ２ ｅ３

} （３－３３）
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§ ３－３　 应变协调方程

在本课程所讨论的问题范围内，物体变形后必须仍保持其整体性和连续性，

即变形的协调性。从数学的观点说，要求位移函数 ｕ，ｖ，ｗ 在其定义域内为单值
连续函数。例如把一个矩形物体划分为一些方格（图 ３－５ａ），如对应变不加任何
约束，即不要求协调性的话，就可能在变形后出现像图 ３－５ｂ 那样的“撕裂”现
象，或如图 ３－５ｃ 那样的“套叠”现象等。显然，出现了“撕裂”现象后位移函数就
出现了间断，出现了“套叠”现象后位移函数就不会是单值的。这些现象破坏了

物体的整体性和连续性。因此，为保持物体的整体性，各应变分量之间必须要有

一定的关系。

　 　 另一方面，如给出应变分量，需要求出位移，则应积分几何方程。
以平面问题为例来说，有 ３ 个这样的方程，但只有 ２ 个位移分量，如果没有

附加条件的话，一般地说是没有单值解的。这就要求应变分量 ε ｉｊ应当满足一定
的变形协调条件。

图 ３－５

以下导出二维情况的变形协调条件，即应变协调方程。为此，将 ε ｘ 对 ｙ 的
二阶导数与 ε ｙ 对 ｘ 的二阶导数相加，得

　
 ２ε ｘ
ｙ２

＋
 ２ε ｙ
ｘ２
＝ 

３ｕ
ｘｙ２

＋ 
３ ｖ

ｙｘ２

＝ 
２

ｘｙ
ｕ
ｙ
＋ 
ｖ
ｘ( )

＝
 ２γ ｘｙ
ｘｙ

即

９３§ ３－３　 应变协调方程 　 　



 ２ε ｘ
ｙ２

＋
 ２ε ｙ
ｘ２

＝
 ２γ ｘｙ
ｘｙ

（３－３４）

式（３－３４）即二维情况下用应变分量表示的应变协调方程


，或简称协调方

程。应变分量 ε ｘ，ε ｙ，γ ｘｙ满足协调方程之后，就保证了物体在变形后不会出现撕
裂、套叠等现象，保证了位移解的单值和连续性。

类似地，可得三维问题的应变协调方程

 ２ε ｘ
ｙ２

＋
 ２ε ｙ
ｘ２

＝
 ２γ ｘｙ
ｘｙ

 ２ε ｙ
ｚ２

＋
 ２ε ｚ
ｙ２

＝
 ２γ ｙｚ
ｙｚ

 ２ε ｚ
ｘ２

＋
 ２ε ｘ
ｚ２

＝
 ２γ ｘｚ
ｘｚ

２
 ２ε ｘ
ｙｚ

＝ 
ｘ
－
γ ｙｚ
ｘ
＋
γ ｘｚ
ｙ
＋
γ ｘｙ
ｚ( )

２
 ２ε ｙ
ｘｚ

＝ 
ｙ
γ ｙｚ
ｘ
－
γ ｘｚ
ｙ
＋
γ ｘｙ
ｚ( )

２
 ２ε ｚ
ｘｙ

＝ 
ｚ
γ ｙｚ
ｘ
＋
γ ｘｚ
ｙ
－
γ ｘｙ
ｚ( )

























（３－３５）

　 　 当 ６ 个应变分量满足以上应变协调方程（３－３５）时，就能保证得到单值连续
的位移函数①。

应当指出，应变分量只确定物体中各点间的相对位置，而刚体位移并不包含

在应变分量之中。无应变状态下，可以产生任一种刚体移动。如果能正确地求

出物体各点的位移函数 ｕ，ｖ，ｗ，根据应变位移方程求出各应变分量，则应变协调
方程即可自然满足，因为应变协调方程本身是从应变位移方程推导出来的。从

物理意义上来看：如果位移函数是连续的，变形自然也就可以协调，因而在以后

用位移法解题时，应变协调方程可以自然满足；而用力法解题时，则需同时考虑

应变协调方程。
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① 关于方程（３－３５）是应变分量可积分的充要条件的证明，可参阅有关弹性力学书，例如参考文献
［２０］。



Ｃａｕｃｈｙ，Ａ．－Ｌ．（１７８９—１８５７）

柯西（Ｃａｕｃｈｙ，Ａ． －Ｌ．），１７８９ 年生于法国，

１８５７ 年逝世，数学家和力学家。他奠定了应力

和应变的理论，首先指出了矩形截面柱体的扭

转与圆形截面柱体的扭转有重大区别，最早

研究了板的振动问题，在数学和力学的其他领

域有很多重要贡献。

本章复习要点

　 　 １ 相对位移张量可分解为应变张量与转动张量两部分，即
ｕｉ，ｊ ＝ ε ｉｊ ＋ ω ｉｊ

　 　 ２ 正应变与切应变的概念。ε ｘ 表示原来与 ｘ 轴平行的矢量的单位长度的

伸长（或压缩）。ε ｘｙ ＝
１
２
γ ｘｙ表示变形前与 ｘ，ｙ 坐标轴正方向一致的两正交线段

在变形后的夹角变化量之半。

３ 应变位移关系式

ε ｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ ＋ ｕｊ，ｉ）　 　 　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ）

　 　 ４ 在二维情况下用应变分量表示的应变协调方程为
 ２ε ｘ
ｙ２

＋
 ２ε ｙ
ｘ２

＝
 ２γ ｘｙ
ｘｙ

　 　 ５ 应变协调方程的重要意义。要理解本章最后一段话的意义，即如能正确
地求出一点的位移函数，根据应变位移方程求出应变分量，则应变协调方程自然

满足。

思　 考　 题

　 　 ３－１　 为什么要研究一点邻域的变形或应变状态？

３－２　 切应变是什么含义？为什么取这种形式？

１４思考题 　 　



３－３　 应变协调方程的物理意义是什么？有什么用途？

３－４　 为什么要强调位移的单值连续性？

３－５　 应变分析与应力分析有哪些异同之处？

习　 　 题

　 　 ３－１　 已知下列位移，试求指定点的应变状态。

（１）ｕ ＝（３ｘ２ ＋２０）×１０－２，ｖ ＝（４ｘｙ）×１０－２，在（０，２）点处；

（２）ｕ ＝（６ｘ２ ＋１５）×１０－２，ｖ ＝（８ｚｙ）×１０－２，ｗ ＝（３ｚ２ －２ｘｙ）×１０－２，在（１，３，４）点处。

答案：（１）ε ｉｊ ＝
０　 ４　 ０

４　 ０　 ０

０　 ０　 ０










×１０－２；

（２）ε ｉｊ ＝
１２ ０ －３

０ ３２ １１
－３ １１ ２４










×１０－２。

３－２　 试证在平面问题中下式成立：

εｘ ＋ εｙ ＝ ε′ｘ ＋ ε′ｙ
　 　 ３－３　 已知应变张量

ε ｉｊ ＝

－ ０ ００６ － ０ ００２ ０
－ ０ ００２ － ０ ００４ ０

　 ０　 　 　 ０　 　 ０











试求：（１）主应变；（２）主应变方向；（３）八面体切应变；（４）应变不变量。

答案：（１）ε１，２ ＝ －２ ７６４×１０
－３
，－７ ２３６×１０－３；

（２）与 ｘ 轴成 １２１°４３′角；

（３）γ８ ＝ ５ ９６×１０
－３
；

（４）Ｉ′１ ＝ －０ ０１，Ｉ′２ ＝ －２０×１０
－５
，Ｉ′３ ＝ ０。

３－４　 试说明下列应变状态是否可能：

（１）ε ｉｊ ＝
Ｃ（ｘ２ ＋ｙ２） Ｃｘｙ ０

　 　 Ｃｘｙ Ｃｙ２ ０

　 　 ０ ０ ０











（２）ε ｉｊ ＝
Ｃ（ｘ２ ＋ｙ２）ｚ Ｃｘｙｚ ０

　 Ｃｘｙｚ Ｃｙ２ ｚ ０

　 　 ０ ０ ０











３－５　 试求下列正方形单元在纯切应变状态时，切应变 γｘｙ与对角线应变 εＯＢ之间的关系。

答案：εＯＢ ＝
１
２
γ ｘｙ。
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题 ３－５ 图

３４习题 　 　



第四章

广义胡克定律

§ ４－１　 广义胡克定律

在材料力学课程中，已经详细讨论了在单向应力状态下材料处于线性弹性

阶段的应力应变关系。如图 ４－１ 所示，当应力小于屈服应力 σ０ 时，应力 σ ｘ 与
应变 ε ｘ 之间有下列简单的线性关系：

图 ４－１

σ ｘ ＝Ｅε ｘ
其中 Ｅ 为弹性模量


（杨氏模量


），这就是大家所熟知的

胡克定律。

在三维应力状态下，描绘一点处的应力状态需要

９ 个应力分量，与之相应的应变状态也要用 ９ 个应变
分量来表示。在线弹性阶段应力与应变间有线性关

系存在，但在一般情况下任一应变分量要受 ９ 个应力
分量的制约。事实上，由于应力张量与应变张量的对

称性，即 σ ｉｊ ＝ σ ｊｉ，ε ｉｊ ＝ ε ｊｉ，９ 个应力分量与 ９ 个应变分
量中独立的分量均仅各有 ６ 个。于是，对于均匀的理想弹性体，上述关系式应有
如下形式：

σ ｘ ＝ ｃ１１ε ｘ ＋ ｃ１２ε ｙ ＋ ｃ１３ε ｚ ＋ ｃ１４γ ｘｙ ＋ ｃ１５γ ｙｚ ＋ ｃ１６γ ｚｘ
σ ｙ ＝ ｃ２１ε ｘ ＋ ｃ２２ε ｙ ＋ ｃ２３ε ｚ ＋ ｃ２４γ ｘｙ ＋ ｃ２５γ ｙｚ ＋ ｃ２６γ ｚｘ
σ ｚ ＝ ｃ３１ε ｘ ＋ ｃ３２ε ｙ ＋ ｃ３３ε ｚ ＋ ｃ３４γ ｘｙ ＋ ｃ３５γ ｙｚ ＋ ｃ３６γ ｚｘ
τ ｘｙ ＝ ｃ４１ε ｘ ＋ ｃ４２ε ｙ ＋ ｃ４３ε ｚ ＋ ｃ４４γ ｘｙ ＋ ｃ４５γ ｙｚ ＋ ｃ４６γ ｚｘ
τ ｙｚ ＝ ｃ５１ε ｘ ＋ ｃ５２ε ｙ ＋ ｃ５３ε ｚ ＋ ｃ５４γ ｘｙ ＋ ｃ５５γ ｙｚ ＋ ｃ５６γ ｚｘ
τ ｘｚ ＝ ｃ６１ε ｘ ＋ ｃ６２ε ｙ ＋ ｃ６３ε ｚ ＋ ｃ６４γ ｘｙ ＋ ｃ６５γ ｙｚ ＋ ｃ６６γ ｚｘ















（４－１）

其中 ｃｍｎ（ｍ，ｎ ＝ １，２，…，６）为弹性常数。由材料的均匀性可知，常数 ｃｍｎ与坐标
ｘ，ｙ，ｚ 无关。

如采用张量表示法，式（４－１）可缩写为
σ ｉｊ ＝ ｃｉｊｋｌε ｋｌ 　 　 （ｉ，ｊ，ｋ，ｌ ＝ １，２，３） （４－１′）



此处 ｃｉｊｋｌ为弹性常数①。
式（４－１）建立了应力与应变之间的关系，称为广义胡克定律


或弹性本构方

程②，在式（４－１）中弹性常数 ｃｍｎ（或 ｃｉｊｋｌ）共有 ３６ 个。这 ３６ 个常数并不是独立
的，以下要证明对于各向同性材料独立的弹性常数只有 ２ 个。

首先证明，在弹性状态下主应力方向与主应变方向相重合。为此，令 ｘ，ｙ，ｚ
为主应变方向，则切应变分量 γ ｘｙ，γ ｙｚ，γ ｘｚ应等于零。于是由式（４－１）有

τ ｘｙ ＝ ｃ４１ε ｘ ＋ ｃ４２ε ｙ ＋ ｃ４３ε ｚ （ａ）

图 ４－２

现在引进坐标系 Ｏｘ′ｙ′ｚ′，原坐标系 Ｏｘｙｚ 绕 ｙ 轴转
动 １８０°之后可与之重合（图 ４－２）。新旧坐标轴间
的方向余弦如表 ２－１ 所示，则有

ｌ１１ ＝ ｌ３３ ＝ ｃｏｓ １８０° ＝ －１
ｌ２２ ＝ ｃｏｓ ０° ＝ １

ｌ２１ ＝ ｌ３１ ＝ ｌ１２ ＝ ｌ３２ ＝ ｌ１３ ＝ ｌ２３ ＝ ｃｏｓ ９０° ＝ ０
对于各向同性材料，弹性常数应与方向无关。于是

对新坐标系有

τ ｘ′ｙ′ ＝ ｃ４１ε ｘ′ ＋ ｃ４２ε ｙ′ ＋ ｃ４３ε ｚ′ （ｂ）
由应力分量的坐标变换公式（２－２０），得

τ ｘ′ｙ′ ＝ ｌ１１ ｌ２２τ ｘｙ ＝ － τ ｘｙ

ε ｘ′ ＝ ｌ
２
１１ε ｘ ＝ ε ｘ

ε ｙ′ ＝ ｌ
２
２２ε ｙ ＝ ε ｙ

ε ｚ′ ＝ ｌ
２
３３ε ｚ ＝ ε ｚ













（ｃ）

由式（ｂ）和（ｃ），可得出
－ τ ｘｙ ＝ ｃ４１ε ｘ ＋ ｃ４２ε ｙ ＋ ｃ４３ε ｚ （ｄ）

比较式（ａ）和（ｄ）后，得出 τ ｘｙ ＝ －τ ｘｙ，所以，必定有

τ ｘｙ ＝ ０
同理，可得

τ ｙｚ ＝ τ ｚｘ ＝ ０
由此得出对于各向同性弹性体，如 ｘ，ｙ，ｚ 轴为主应变方向，则同时必为主应力方

５４§ ４－１　 广义胡克定律 　 　

①

②

如应力分量与应变分量同以前一样，用 ２ 个下标符号表示（即 σ ｉｊ，εｋｌ），则弹性常数应改用 ４ 个

下标符号 ｃｉｊｋｌ表示。ｃｉｊｋｌ中的 ｉ，ｊ，ｋ，ｌ，只取 １，２，３，ｃｉｊ与 ｃｉｊｋｌ的对应关系为：ｃ１１ ＝ ｃ１１１１，ｃ１２ ＝ ｃ１１２２，ｃ１３ ＝ ｃ１１３３，

ｃ１４ ＝ ｃ１１１２，ｃ１５ ＝ ｃ１１２３，ｃ１６ ＝ ｃ１１３１，ｃ２１ ＝ ｃ２２１１，ｃ２２ ＝ ｃ２２２２，…，ｃ２６ ＝ ｃ２２３１，…。

本构方程有更广的含义，凡介质的应力或应力率。与应变或应变率等之间物理性质的关系式，

统称为本构方程（ｃｏｎｓｔｉｔｕｔｉｖｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ）。



向，即应变主轴与应力主轴重合。

郑玄（１２７—２００）

　 　 郑玄，字康成，山东高密人，东汉大学问家、

经学家，他遍注儒家经典，精于天文历算，以毕生

精力整理古代文化遗产，对中国文化的流传做出

了重要的贡献。他在战国时期成书的《考工记》

一书的“弓人篇”的注释中提到：“假令弓力胜三

石，引之中三尺，弛其弦，以绳缓擐之，每加物一

石，则张一尺。”表达了力与变形成比例的关系，

即朴素的弹性定律，早于胡克弹性定律 １ ５００ 年。

Ｈｏｏｋｅ，Ｒ．（１６３５—１７０３）

胡克（Ｈｏｏｋｅ，Ｒ．），英国物理学家，天文学家，

曾长期担任英国皇家学会秘书长，他于 １６７８ 年

在弹簧试验中以字谜的形式提出了力与变形成比

例的弹性定律，称为胡克定律。他用自制的显微

镜研究木栓，发现了细胞。

胡克有多项发明，如手表里的平衡轮、反射望

远镜等。他在燃烧理论方面也有重要贡献。

§ ４－２　 拉梅常量与工程弹性常数

现在考察各向同性材料独立的弹性常数的个数。为此，首先令坐标轴 Ｏｘ，
Ｏｙ，Ｏｚ 与主应力方向相一致。于是由式（４－１）可得主应力与主应变之间有下列
关系式

σ ｘ ＝ ｃ１１ε ｘ ＋ ｃ１２ε ｙ ＋ ｃ１３ε ｚ
σ ｙ ＝ ｃ２１ε ｘ ＋ ｃ２２ε ｙ ＋ ｃ２３ε ｚ
σ ｚ ＝ ｃ３１ε ｘ ＋ ｃ３２ε ｙ ＋ ｃ３３ε ｚ

} （ｅ）
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在各向同性介质中，ε ｘ 对 σ ｘ 的影响应与 ε ｙ 对 σ ｙ 及 ε ｚ 对 σ ｚ 的影响都是相同
的，即应有 ｃ１１ ＝ ｃ２２ ＝ ｃ３３。同理，ε ｙ 和 ε ｚ 对 σ ｘ 的影响应相同，即 ｃ１２ ＝ ｃ１３，类似地有
ｃ２１ ＝ ｃ２３，ｃ３１ ＝ ｃ３２，等等，因而有

ｃ１１ ＝ ｃ２２ ＝ ｃ３３ ＝ ａ

ｃ１２ ＝ ｃ２１ ＝ ｃ１３ ＝ ｃ３１ ＝ ｃ２３ ＝ ｃ３２ ＝ ｂ} （ｆ）

由此得出，对应变主轴（用 １，２，３ 表示）来说，弹性常数只有 ２ 个，ａ 和 ｂ，将上式
（ｆ）代入式（ｅ），并令 ａ－ｂ ＝ ２μ，ｂ ＝λ，θ ＝ ε１ ＋ε２ ＋ε３，可得下列弹性本构关系：

σ１ ＝λθ＋２με１
σ２ ＝λθ＋２με２
σ３ ＝λθ＋２με３

} （４－２）

常数 λ，μ 称为拉梅（Ｌａｍé，Ｇ．）常量


。

通过坐标变换后，可得任意坐标系 Ｏｘｙｚ 内的本构关系为
σ ｘ ＝λθ＋２με ｘ，　 τ ｘｙ ＝ μγ ｘｙ
σ ｙ ＝λθ＋２με ｙ，　 τ ｙｚ ＝ μγ ｙｚ
σ ｚ ＝λθ＋２με ｚ，　 τ ｘｚ ＝ μγ ｘｚ

} （４－３）

或缩写为

σ ｉｊ ＝λθδ ｉｊ＋２με ｉｊ （４－３′）
　 　 以上证明了各向同性的均匀的弹性体的弹性常数只有 ２ 个。

有些工程材料具有明显的非对称弹性性质。常见的如双向配筋不同的钢筋

混凝土构件，还有木材等。这些材料的弹性性质往往可以认为对于适当选取的

坐标系中的平面 ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ０ 和 ｚ ＝ ０ 为对称。由于这三个平面为相互正交，故称
之为正交各向异性材料。

正交各向异性的弹性材料的本构关系，可根据任一坐标轴反转时弹性常数

ｃｉｊ保持不变的要求，由广义胡克定律式（４－１），得
σ ｘ ＝ ｃ１１ε ｘ＋ｃ１２ε ｙ＋ｃ１３ε ｚ
σ ｙ ＝ ｃ１２ε ｘ＋ｃ２２ε ｙ＋ｃ２３ε ｚ
σ ｚ ＝ ｃ１３ε ｘ＋ｃ２３ε ｙ＋ｃ３３ε ｚ
τ ｘｙ ＝ ｃ４４γ ｘｙ
τ ｙｚ ＝ ｃ５５γ ｙｚ
τ ｘｚ ＝ ｃ６６γ ｘｚ















（４－４）

其中，含有 ｃ１１，ｃ２２，ｃ３３，ｃ１２，ｃ１３，ｃ２３，ｃ４４，ｃ５５，ｃ６６共 ９ 个弹性常数。具体推导留作练
习，见习题 ４－２。

将式（４－３）中的 ε ｉｊ解出后，可用应力分量 σ ｉｊ表示的应变分量 ε ｉｊ的表达式

７４§ ４－２　 拉梅常量与工程弹性常数 　 　

［标注 ４－１：

从式（４－２）推导

式（４－３）］



ε ｘ ＝
λ＋μ

μ（３λ＋２μ）
σ ｘ－

λ
２μ（３λ＋２μ）

（σ ｙ＋σ ｚ）

…………
} （４－５）

稍加变换，并令 σ ＝σ ｉｉ，可缩写为

ε ｉｊ ＝
１
２μ
σ ｉｊ－

λσδ ｉｊ
２μ（３λ＋２μ）

（４－５′）

现在考虑物体各边平行于坐标轴的这样一种特殊情况。并由此导出工程上

常用的弹性常数和广义胡克定律。当物体边界法线方向与 ｘ 轴重合的两对边上
有均匀 σ ｘ 的作用，其他边均为自由边时，则由材料力学知道

ε ｘ ＝
σ ｘ
Ｅ

（４－６）

ε ｙ ＝ ε ｚ ＝ －νε ｘ ＝ －ν
σ ｘ
Ｅ

（４－７）

此处 Ｅ，ν 分别为弹性模量


（也称为杨氏模量


）与泊松比


。应当指出，杨（Ｙｏｕｎｇ，
Ｔ．）和泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ，Ｓ．－Ｄ．）先后给出了应力应变间的定量关系，才有了以后弹
性力学发展的可能。

比较式（４－５）与式（４－６）、式（４－７），可得

Ｅ ＝
μ（３λ＋２μ）
λ＋μ

ν ＝
λ

２（λ＋μ）










（４－８）

工程上常把广义胡克定律用 Ｅ 和 ν 表示，在这种情况下，式（４－５）化为

ε ｘ ＝
１
Ｅ
［σ ｘ－ν（σ ｙ＋σ ｚ）］，γ ｘｙ ＝

τ ｘｙ
Ｇ

ε ｙ ＝
１
Ｅ
［σ ｙ－ν（σ ｘ＋σ ｚ）］，γ ｙｚ ＝

τ ｙｚ
Ｇ

ε ｚ ＝
１
Ｅ
［σ ｚ－ν（σ ｙ＋σ ｘ）］，γ ｘｚ ＝

τ ｘｚ
Ｇ















（４－９）

此处

Ｇ ＝
Ｅ

２（１＋ν）
为各向同性物体的切变模量


。由 Ｇ 的表达式可知，Ｇ 并不是独立的弹性常数。

对于各向同性弹性体，独立的弹性常数只有 ２ 个，即 λ 和 μ 或 Ｅ 和 ν。将式
（４－９）稍加变换后可缩写为
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ε ｉｊ ＝
１ ＋ ν
Ｅ
σ ｉｊ －

ν
Ｅ
σδ ｉｊ （４－９′）

其中 σ ＝σ ｉｉ。如解出应力 σ ｉｊ，则上式转换为

σ ｉｊ ＝
Ｅ
１＋ν
ε ｉｊ＋

νＥθδ ｉｊ
（１＋ν）（１－２ν）

（４－１０）

如令

σｍ ＝
１
３
（σ ｘ＋σ ｙ＋σ ｚ）

εｍ ＝
１
３
（ε ｘ＋ε ｙ＋ε ｚ） （４－１１）

则广义胡克定律又可写成

　 　
σｍ ＝ ３Ｋεｍ
ｓｉｊ ＝ ２Ｇｅｉｊ } 　① （４－１２）

其中 ｓｉｊ，ｅｉｊ分别为应力偏张量与应变偏张量，Ｋ ＝
Ｅ

３（１－２ν）
。

在平面应力的情况下，由于 σ ｚ ＝ τ ｙｚ ＝ τ ｚｘ ＝ ０，式（４－９）化为

ε ｘ ＝
１
Ｅ
（σ ｘ － νσ ｙ）

ε ｙ ＝
１
Ｅ
（σ ｙ － νσ ｘ）

ε ｚ ＝ －
ν
Ｅ
（σ ｘ ＋ σ ｙ）

γ ｘｙ ＝
１
Ｇ
τ ｘｙ

















（４－１３）

如用应变分量表示应力分量，则由式（４－１０），可得

σ ｘ ＝
Ｅ

１ － ν２
（ε ｘ ＋ νε ｙ）

σ ｙ ＝
Ｅ

１ － ν２
（ε ｙ ＋ νε ｘ）

τ ｘｙ ＝ Ｇγ ｘｙ













（４－１４）

９４§ ４－２　 拉梅常量与工程弹性常数 　 　

① 由应力偏张量和应变偏张量的定义及式（４－ ３′），并注意到 Ｋ ＝ λ＋
２
３
μ，μ ＝ Ｇ，和 θ ＝ ３εｍ，再由式

（４－１２）第一式，得 ｓｉｊ＋σｍ δ ｉｊ ＝ λθδ ｉｊ＋２Ｇε ｉｊ ＝ λθδ ｉｊ＋２Ｇ（ｅｉｊ＋εｍ δ ｉｊ）＝ ２Ｇｅｉｊ＋３ λ＋
２
３
Ｇ( ) εｍ δ ｉｊ，等式两边第二式

互相抵消，于是有 ｓｉｊ ＝ ２Ｇｅｉｊ。



对于平面应变问题，由于 ε ｚ ＝ γ ｙｚ ＝ γ ｚｘ ＝ ０，则由式（４－９），可得

ε ｘ ＝
１ ＋ ν
Ｅ
［（１ － ν）σ ｘ － νσ ｙ］

ε ｙ ＝
１ ＋ ν
Ｅ
［（１ － ν）σ ｙ － νσ ｘ］

γ ｘｙ ＝
τ ｘｙ
Ｇ















（４－１５）

如解出应力，则有

σ ｘ ＝
Ｅ

（１ ＋ ν）（１ － ２ν）
［（１ － ν）ε ｘ ＋ νε ｙ］

σ ｙ ＝
Ｅ

（１ ＋ ν）（１ － ２ν）
［νε ｘ ＋ （１ － ν）ε ｙ］

σ ｚ ＝
νＥ

（１ ＋ ν）（１ － ２ν）
（ε ｘ ＋ ε ｙ）

τ ｘｙ ＝ Ｇγ ｘｙ

















（４－１６）

比较以上平面应力与平面应变问题的广义胡克定律可知，如将平面应力问题应

力应变关系公式（４－１３）中的 Ｅ 换成 Ｅ１，ν 换成 ν１。而

Ｅ１ ＝
Ｅ

１ － ν２
，　 ν１ ＝

ν
１ － ν

便可得到平面应变问题的应力应变关系的公式（４－１５）。
由式（４－１２）可以看出，物体的变形可分为两部分：一部分是各向相等的正

应力（静水压力）引起的相对体积变形；一部分是应力偏张量作用引起的物体几

何形状的变化，并可认为前一种变形不包括物体形状的改变（即畸变）而后一种

变形则不包括体积的变化，从而可以将变形分解为两部分。这种分解在塑性理

论中很有用处。

以下顺便说明式（４－２）中 θ 的物理意义。如令变形物体中的微小六面体单
元的原始体积为 Ｖ０，则

Ｖ０ ＝ ｄｘｄｙｄｚ
变形后的体积为

Ｖ ＝ （１ ＋ ε ｘ）ｄｘ·（１ ＋ ε ｙ）ｄｙ·（１ ＋ ε ｚ）ｄｚ
＝ ｄｘｄｙｄｚ［（１＋ε ｘ＋ε ｙ＋ε ｚ）＋ｏ（ε

２
）］

略去高阶微量，得

Ｖ ＝ Ｖ０ ＋ Ｖ０θ
此处 θ ＝ ε ｘ＋ε ｙ＋ε ｚ，或
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θ ＝
ΔＶ
Ｖ０

由此可见，θ 为变形前后单位体积的相对体积变化，或称为体应变


。由广义胡克

定律，有

θ ＝
１ － ２ν
Ｅ
（σ ｘ ＋ σ ｙ ＋ σ ｚ）

由式（４－１１）可得，

θ ＝
３（１ － ２ν）σｍ

Ｅ
或

Ｋ ＝
σｍ
θ
＝ Ｅ
３（１ － ２ν）

（４－１７）

其中 Ｋ 为弹性体积膨胀系数，称为体积模量


。由式（４－１１）可得 θ ＝ ３εｍ，代入式
（４－１７），则得式（４－１２）中的第一式。

Ｙｏｕｎｇ，Ｔ．（１７７３—１８２９）

杨（Ｙｏｕｎｇ，Ｔ．），１７７３ 年生于英国，１８２９ 年逝

世。他是一位多才多艺的学者，曾以物理学和考古

学著称。他给出了应力与应变间的定量数值关系，

从而使得弹性力学正式成为一门科学。

Ｐｏｉｓｓｏｎ，Ｓ．－Ｄ．（１７８１—１８４０）

泊松（Ｐｏｉｓｓｏｎ，Ｓ． － Ｄ．），１７８１ 年生于法国，

１８４０ 年逝世。他原来学习医学，后于 １７９８ 年进入

巴黎综合工科学校改学数学，毕业后任教于母校。

著有数学、天文学、电学和力学等方面的著作。其

代表性著作《力学教程》于 １８１１ 年问世，泊松比便

是以他的名字命名的。
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§ ４－３　 弹性应变能函数

弹性体受外力作用后，不可避免地要产生变形，同时外力的势能也要产生变

化，当外力缓慢地（不致引起物体产生加速运动）加到物体上时，便可略而不计

系统的动能，如同时也略去其他能量（如热能等）的消耗，则外力势能的变化就

全部转化为应变能（一种势能）储存于物体的内部。下面给出单位体积应变能

的表达式。为此，以 σ ｘ 作用在微小单元 ＡＢＣＤ 两对边为例来说明（图 ４－３）。

图 ４－３

由图可知，作用在单元 ＡＢＣＤ 上的外力
为 ＡＤ 与 ＣＤ 边的 σ ｘ。而 σ ｘｄｙｄｚ 在 ＡＤ 边移
动 ｄｕ 所做的功为－σ ｘｄｙｄｚｄｕ，σ ｘｄｙｄｚ 在 ＣＢ 边

移动 ｄｕ ＋ ｄ
ｕ
ｘ
ｄｘ( ) 上所做的功为 σ ｘｄｙｄｚｄ

ｕ＋
ｕ
ｘ
ｄｘ( ) 。所以，外力在 ＡＢＣＤ 变形上所做

的功为

ｄＷ ＝ σ ｘｄ
ｕ
ｘ
ｄｘ( ) ｄｙｄｚ ＝ σ ｘｄε ｘｄｘｄｙｄｚ ＝ σ ｘｄε ｘｄＶ

　 　 而 ｙ 方向虽有变形，但没有外力作用，所以没有做功。上述 σ ｘ 所做的功，将
全部转化为系统的应变能。如令总应变能为 Ｕ ｔ①，则应有

Ｕ ｔ ＝ Ｗ ＝ ∫Ｖ∫
εｘ

０
σ ｘｄε ｘｄＶ ＝ ∫ＶＵ０ ｄＶ （４－１８）

此处，Ｕ０ 为单位体积的应变能，即

Ｕ０ ＝ ∫
εｘ

０
σ ｘｄε ｘ （４－１９）

　 　 对于线弹性材料

Ｕ０ ＝
１
２
σ ｘε ｘ （４－１９′）

　 　 推广到一般情况

Ｕ０ ＝
１
２
（σ ｘε ｘ ＋ σ ｙε ｙ ＋ σ ｚε ｚ ＋ τ ｘｙγ ｘｙ ＋ τ ｙｚγ ｙｚ ＋ τ ｚｘγ ｚｘ） （４－２０）
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或简写为

Ｕ０ ＝
１
２
σ ｉｊε ｉｊ （４－２０′）

在上式中引入广义胡克定律，可得

Ｕ０ ＝
１
２Ｅ
（σ２ｘ ＋ σ

２
ｙ ＋ σ

２
ｚ）－

ν
Ｅ
（σ ｘσ ｙ ＋ σ ｙσ ｚ ＋ σ ｘσ ｚ）＋

１
２Ｇ
（τ２ｘｙ＋τ

２
ｙｚ＋τ

２
ｚｘ） （４－２１）

及

Ｕ０ ＝
１
２
［λｅ２ ＋ ２Ｇ（ε２ｘ ＋ ε

２
ｙ ＋ ε

２
ｚ）＋ Ｇ（γ

２
ｘｙ ＋ γ

２
ｙｚ ＋ γ

２
ｘｚ）］ （４－２２）

由上式看出，Ｕ０ 恒为正。
由式（４－２１），式（４－２２）可知下式成立：

Ｕ０（ε ｉｊ）

ε ｉｊ
＝ σ ｉｊ （４－２３ａ）

及

Ｕ０（σ ｉｊ）

σ ｉｊ
＝ ε ｉｊ （４－２３ｂ）

此处 Ｕ０（σ ｉｊ），Ｕ０（ε ｉｊ）分别为用应力分量及应变分量表示的单位体积应变能（应
变能密度


），统称为应变能函数。对于理想弹性体，则在每一确定的应变状态

下，都具有确定的应变能。应变能函数是正定的势函数，所以弹性应变能


又称弹


性势


。上式（４－２３）表示，弹性应变能 Ｕ０（ε ｉｊ）对任一应变分量的改变率等于相
应的应力分量；而弹性应变能 Ｕ０（σ ｉｊ）对任一应力分量的改变率就等于相应的应
变分量。

前已述及，物体的变形可以分解为两部分，一部分为体积的变化，一部分为

形状的变化。因而应变能也应可以分解为相应的两部分。容易理解，引起体积

变化的各向同性的平均正应力（称为静水压力）为

σｍ ＝
１
３
（σ ｘ ＋ σ ｙ ＋ σ ｚ） （４－２４）

而与之相应的平均正应变为

εｍ ＝
１
３
（ε ｘ ＋ ε ｙ ＋ ε ｚ） （４－２５）

就是说，下列应力状态不引起微小单元体的形状改变
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σ ｉｊ ＝

σｍ ０ ０

０ σｍ ０

０ ０ σｍ













因而，由于体积改变所储存在单位体积内的应变能（简称为体积改变能


）为

Ｕ０Ｖ ＝
３
２
σｍεｍ ＝

σ２ｍ
２Ｋ
＝ １
１８Ｋ
（σ ｘ ＋ σ ｙ ＋ σ ｚ）

２

＝
１
１８Ｋ
Ｉ２１ （４－２６）

引起形状改变的应力状态为应力偏张量

ｓｉｊ ＝

σ ｘ － σｍ τ ｘｙ τ ｘｚ
τ ｙｘ σ ｙ － σｍ τ ｙｚ
τ ｚｘ τ ｚｙ σ ｚ － σｍ













　 　 令由于形状变化所储存在单位体积内的应变能（简称畸变能


）为

Ｕ０ｄ ＝
１
２
ｓｉｊ ｅｉｊ

此处 ｓｉｊ为应力偏张量，ｅｉｊ为应变偏张量。为简便计，给出用主应力表示的 Ｕ０ｄ表
达式，即

　 Ｕ０ｄ ＝
１
２
ｓｉｊ ｅｉｊ

＝
１
２
（２σ１ －σ２ －σ３）

２

１８Ｇ
＋
（２σ２ －σ３ －σ１）

２

１８Ｇ
＋
（２σ３ －σ１ －σ２）

２

１８Ｇ[ ]
＝
（σ１ －σ２）

２ ＋（σ２ －σ３）
２ ＋（σ３ －σ１）

２

１２Ｇ

＝ －
１
２Ｇ
Ｊ２ ＝

３
４Ｇ
τ２８ （４－２７）

　 　 从而单位体积的应变能可以写成

Ｕ０ ＝ Ｕ０Ｖ ＋ Ｕ０ｄ ＝
１
１８Ｋ
Ｉ２１ －

１
２Ｇ
Ｊ２ （４－２８）

　 　 由上式（４ － ２８）看出，系统的总应变能与坐标的选择无关，Ｕ０ 是一个不
变量。

本章复习要点

　 　 １ 应变主轴与应力主轴相重合是各向同性弹性体的特征。
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２ 拉梅常量与工程弹性常数的关系：

Ｅ＝
μ（３λ ＋ ２μ）
λ ＋ μ

，　 　 ν ＝
λ

２（λ ＋ μ）
　 　 ３ 弹性变形能、弹性势的重要概念。

Ｕ０＝
１
２
σ ｉｊε ｉｊ，　 　 Ｕ ｔ ＝ 

Ｖ

　 Ｕ０ ｄＶ

　 　 ４ 应变能函数 Ｕ０（ε ｉｊ）与 Ｕ０（σ ｉｊ）的意义。
５ Ｕ０（ε ｉｊ）对任一应变分量的改变率等于相应的应力分量，即

Ｕ０（ε ｉｊ）

ε ｉｊ
＝ σ ｉｊ

　 　 同样地，有
Ｕ０（σ ｉｊ）

σ ｉｊ
＝ ε ｉｊ

思　 考　 题

　 　 ４－１　 广义胡克定律的常数是怎么从 ３６ 个减至 ２ 个的？

４－２　 工程上为什么不常用拉梅常量？

４－３　 弹性势是什么意思？为什么称为势函数？有什么特点？

４－４　 说明畸变能及下式的物理意义：

Ｕ０ｄ ＝
１
２
ｓｉｊ ｅ ｉｊ ＝ －

１
２Ｇ
Ｊ２ ＝

３
４Ｇ
τ２８

　 　 ４－５　 正交各向异性有什么工程背景？你能举出一些实例吗？

习　 　 题

　 　 ４－１　 试证明在弹性应力状态下式 γ８ ＝
１
２Ｇ
τ８ 成立。

４－２　 试由式（４－１）导出正交各向异性弹性体的广义胡克定律。

提示：假定材料的弹性性质对三个相互垂直的平面 ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ０，ｚ ＝ ０ 为对称，首先令任一

坐标轴转动 １８０°，考察应力分量及应变分量的正负号变化。由任意两相反方向的弹性性质

相同，可得一些等于零的弹性常数。之后，再分别转动其他两坐标轴，又可得一些等于零的

常数。

答案：式（４－４）。

４－３　 试证下式成立
Ｊ２
σ ｉｊ
＝ ｓｉｊ。
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书书书

第五章

弹性力学边值问题

§ ５－１　 基 本 方 程

由前几章的讨论，得出了在三维情况下弹性力学的下列基本方程：

一、平衡方程

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋
τ ｘｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｘ ＝ ０

τ ｙｘ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＋
τ ｙｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｙ ＝ ０

τ ｚｘ
ｘ
＋
τ ｚｙ
ｙ
＋
σ ｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｚ ＝ ０















（５－１）

或

σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＝ ０ （５－１′）

二、几何方程

ε ｘ ＝
ｕ
ｘ
，　 　 γ ｘｙ ＝

ｕ
ｙ
＋ ｖ
ｘ

ε ｙ ＝
ｖ
ｙ
，　 　 γ ｙｚ ＝

ｖ
ｚ
＋ ｗ
ｙ

ε ｚ ＝
ｗ
ｚ
，　 　 γ ｚｘ ＝

ｗ
ｘ
＋ ｕ
ｚ















（５－２）

或

ε ｉｊ ＝
１
２
（ｕｉ，ｊ ＋ ｕｊ，ｉ）　 　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） （５－２′）

以及由应变位移关系导出的应变协调方程



 ２ε ｘ
ｙ２

＋
 ２ε ｙ
ｘ２

＝
 ２γ ｘｙ
ｙｘ

 ２ε ｙ
ｚ２

＋
 ２ε ｚ
ｙ２

＝
 ２γ ｙｚ
ｙｚ

 ２ε ｚ
ｘ２

＋
 ２ε ｘ
ｚ２

＝
 ２γ ｚｘ
ｚｘ

２
 ２ε ｘ
ｙｚ

＝ 
ｘ
－
γ ｙｚ
ｘ
＋
γ ｘｚ
ｙ
＋
γ ｘｙ
ｚ( )

２
 ２ε ｙ
ｚｘ

＝ 
ｙ
γ ｙｚ
ｘ
－
γ ｘｚ
ｙ
＋
γ ｘｙ
ｚ( )

２
 ２ε ｚ
ｘｙ

＝ 
ｚ
γ ｙｚ
ｘ
＋
γ ｘｚ
ｙ
－
γ ｘｙ
ｚ( )

























（５－３）

三、本构方程

本构关系为广义胡克定律。

ε ｘ ＝
１
Ｅ
σ ｘ － ν（σ ｙ ＋ σ ｚ）[ ] ，γ ｘｙ ＝

１
Ｇ
τ ｘｙ

ε ｙ ＝
１
Ｅ
σ ｙ － ν（σ ｚ ＋ σ ｘ）[ ] ，γ ｙｚ ＝

１
Ｇ
τ ｙｚ

ε ｚ ＝
１
Ｅ
σ ｚ － ν（σ ｘ ＋ σ ｙ）[ ] ，γ ｚｘ ＝

１
Ｇ
τ ｚｘ















（５－４）

或

ε ｉｊ ＝
１ ＋ ν
Ｅ
σ ｉｊ －

ν
Ｅ
σδ ｉｊ 　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） （５－４′）

其中 σ ＝σ ｉｉ。如用应变表示应力，则有

σ ｘ ＝ ２Ｇ ε ｘ ＋
ν

１ － ２ν
θ( ) ，　 τ ｘｙ ＝ Ｇγ ｘｙ

σ ｙ ＝ ２Ｇ ε ｙ ＋
ν

１ － ２ν
θ( ) ，　 τ ｙｚ ＝ Ｇγ ｙｚ

σ ｚ ＝ ２Ｇ ε ｚ ＋
ν

１ － ２ν
θ( ) ，　 τ ｚｘ ＝ Ｇγ ｚｘ















（５－５）

或

σ ｉｊ ＝
Ｅ
１ ＋ ν

ε ｉｊ ＋
Ｅν

（１ ＋ ν）（１ － ２ν）
θδ ｉｊ （５－５′）

７５§ ５－１　 基本方程 　 　



其中 θ ＝ ε ｉｉ。
总括起来，当物体处于弹性状态时，有 ３ 个平衡方程（５－１），６ 个几何方程

（５－２），６ 个本构方程（５－４）或（５－５），共 １５ 个方程（统称为泛定方程）。其中包
括 ６ 个应力分量，６ 个应变分量，３ 个位移分量，共 １５ 个未知函数，因而在给定边
界条件时，问题是可以求解的。

§ ５－２　 问题的提法

弹性力学问题的提法必须使定解问题是适定的，即：（１）有解；（２）解是唯一
的；（３）解是稳定的。就是说，如定解条件（边界条件和初始条件）有微小变化，
只引起解作微小变化。这里只限于讨论前两个问题。

求解弹性力学问题的目的，在于求出物体内各点的应力和位移，即应力场、

位移场。因此，问题的提法是，给定作用在物体全部边界或内部的外界作用（包

括温度影响、外力等），求解物体内由此产生的应力场和位移场。具体地说，对

物体内每一点，当它处在弹性阶段，其应力分量、应变分量、位移分量等 １５ 个未
知函数要满足平衡方程（５－１）、几何方程（５－２）、本构方程（５－４）或（５－５）这 １５
个泛定方程，在边界上并要满足给定的全部边界条件。

弹性力学的 １５ 个基本方程含有 １５ 个未知数，是一个封闭的方程组。但只
有这组方程并不能解决具体问题。在所有满足泛定方程的应力、应变和位移分

布的函数中，只有与定解条件（边界条件）相符合的解，才是所需要的解答。因

此，边界条件的重要性是不容忽视的。

边界条件分为应力边界条件、位移边界条件和混合边界条件三种。应当强

调指出，这些边界条件的个数必须给得不多也不少，才能得出正确的解答。例

如，对于空间问题的应力边界，必须在边界的每一点上有 ３ 个应力边界条件，如
果条件给多了，就找不到满足全部条件的解；如果给少了，就会有许多的解满足

所给的条件，因而也就无法判断哪些是正确的解。

由此可见，弹性力学的基本方程组一般地控制了物体内部应力、应变和位移

之间相互关系的普遍规律，而定解条件具体地给出了每一个边值问题的特定规

律。每一个具体的问题反映在各自的边界条件上。于是，弹性力学的基本方程

组和边界条件一起构成了弹性力学边值问题


的严格完整的提法。

根据具体问题边界条件类型的不同，常把边值问题分为以下三类：

第一类边值问题：给定物体的体力和面力，求在平衡状态下的应力场和位移

场，即所谓边界应力已知的问题。
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第二类边值问题：给定物体的体力和物体表面各点的位移，求在平衡状态下

的应力场和物体内部的位移场，即所谓边界位移已知的问题。

第三类边值问题：在物体表面上一部分给定面力，其余部分给定位移（或在

部分表面上给定外力和位移关系）的条件下求解上述问题，即所谓混合边值


问题


。

在求解以上边值问题时，有三种不同的处理办法，即

（１）位移法


，用位移作为基本未知量来求解边值问题，称位移法。此时将一

切未知量和基本方程都转换为用位移表示。通常给定位移边界条件（第二类边

值问题）时，宜用位移法。

（２）应力法，用应力作为基本未知量来求解边值问题，称应力法。此时将一
切未知量和基本方程都转换为用应力表示。显然，当给定应力边界条件（第一

类边值问题）时，宜用应力法。

（３）混合法，对第三类边值问题，则宜用以各点的一部分位移分量和一部分
应力分量作为基本未知量，混合求解。这种方法称混合法。

以下进一步讨论弹性力学问题的解法。

§ ５－３　 弹性力学问题的基本解法　 解的唯一性

一、位移法

为了用位移作为基本未知量，必须将泛定方程改用位移 ｕ，ｖ，ｗ 来表示。为

此，由方程（５－５）并利用式（５－２），可得

σ ｘ ＝ ２Ｇ
ｕ
ｘ
＋ ν
１ － ２ν

θ( ) ，τ ｘｙ ＝ Ｇ ｕｙ ＋ ｖｘ( )
σ ｙ ＝ ２Ｇ

ｖ
ｙ
＋ ν
１ － ２ν

θ( ) ，τ ｙｚ ＝ Ｇ ｖｚ ＋ ｗｙ( )
σ ｚ ＝ ２Ｇ

ｗ
ｚ
＋ ν
１ － ２ν

θ( ) ，τ ｚｘ ＝ Ｇ ｗｘ ＋ ｕｚ( )















（５－６）

将上式代入平衡方程（５－１）第一式，得

２Ｇ
 ２ｕ
ｘ２
＋ ν
１ － ２ν

θ
ｘ( ) ＋ Ｇ 

２ｕ
ｙ２
＋ 

２ ｖ
ｘｙ( ) ＋

Ｇ
 ２ｕ
ｚ２
＋ 

２ｗ
ｘｚ( ) ＋Ｆ ｂｘ ＝ ０
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其余类推。注意到

θ ＝ ε ｘ ＋ ε ｙ ＋ ε ｚ
θ
ｘ
＝ 

２ｕ
ｘ２
＋ 

２ ｖ
ｘｙ

＋ 
２ｗ
ｘｚ

并采用拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｅ）算子


２ｕ ＝
 ２ｕ
ｘ２
＋ 

２ｕ
ｙ２
＋ 

２ｕ
ｚ２

可得下列用位移表示的微分方程

（λ ＋ μ）
θ
ｘ
＋ μ ２ｕ ＋ Ｆ ｂｘ ＝ ０

（λ ＋ μ）
θ
ｙ
＋ μ ２ ｖ ＋ Ｆ ｂｙ ＝ ０

（λ ＋ μ）
θ
ｚ
＋ μ ２ｗ ＋ Ｆ ｂｚ ＝ ０















（５－７）

在不计体力时，上式简化为齐次方程

（λ ＋ μ）
θ
ｘ
＋ μ ２ｕ ＝ ０

（λ ＋ μ）
θ
ｙ
＋ μ ２ ｖ ＝ ０

（λ ＋ μ）
θ
ｚ
＋ μ ２ｗ ＝ ０















（５－８）

或

（λ ＋ μ）μ ｊ，ｊｉ ＋ μｕｉ，ｊｊ ＝ ０ （５－８′）
上式称为拉梅－纳维（ＬａｍéＮａｖｉｅｒ）方程。


方程组（５－７）是基本方程的综合（包括平衡方程、几何方程及本构方程），方

程组（５－７）含有 ３ 个未知函数 ｕ，ｖ，ｗ。此外，边界条件也要用位移表示，当给定
位移边界条件时，问题自然简单。如给定应力边界条件，则需要将边界条件加以

变换，改用位移表示。由此，用位移法解弹性力学问题归结为按给定边界条件积

分式（５－７）。

二、应力法

为用应力作为基本未知量，需将泛定方程改用应力分量表示，并求出 ６ 个应
力分量所满足的 ６ 个方程。由此所求得的解，应满足应变协调条件和边界条件。
为此，应将应变协调方程改用应力表示。如考虑式（５－３）第二式
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 ２ε ｙ
ｚ２

＋
 ２ε ｚ
ｙ２

＝
 ２γ ｙｚ
ｙｚ

（ａ）

将上式中的应变分量用广义胡克定律（５－４）式代入，得

（１ ＋ ν）
 ２σ ｙ
ｚ２

＋
 ２σ ｚ
ｙ２( ) － ν 

２σ
ｚ２
＋ 

２σ
ｙ２( ) ＝ ２（１ ＋ ν）

２ τ ｙｚ
ｙｚ

（ｂ）

其中 σ ＝σ ｘ＋σ ｙ＋σ ｚ ＝ Ｉ１，利用平衡方程（５－１），式（ｂ）等号右边可写为

 ２τ ｙｚ
ｙｚ

＝ 
ｚ
τ ｙｚ
ｙ( ) ＝ ｚ － σ ｚｚ － τ ｚｘｘ － Ｆ ｂｚ( )

＝ 
ｙ
τ ｙｚ
ｚ( ) ＝ ｙ － σ ｙｙ － τ ｘｙｘ － Ｆ ｂｙ( ) （ｃ）

于是式（ｂ）可写为

（１ ＋ ν）
 ２

ｙ２
＋ 

２

ｚ２( ) （σ ｚ ＋ σ ｙ）－ ν 
２σ
ｚ２
＋ 

２σ
ｙ２( )

　 ＝ － （１ ＋ ν）

ｘ
τ ｚｘ
ｚ
＋
τ ｘｙ
ｙ( ) ＋ Ｆ ｂｚｚ ＋ Ｆ ｂｙｙ[ ]

或

　 （１ ＋ ν） ２σ － ２σ ｘ －
 ２σ
ｘ２( ) － ν ２σ －

 ２σ
ｘ２( )

　 　 ＝ （１ ＋ ν）
Ｆ ｂｘ
ｘ
－
Ｆ ｂｙ
ｙ
－
Ｆ ｂｚ
ｚ( ) （ｄ）

对于式（５－ ３）中的第一、三两式，可得类似于式（ｄ）的 ２ 个方程，将此 ３ 式相
加，得

２σ ＝ －
１ ＋ ν
１ － ν

Ｆ ｂｘ
ｘ
＋
Ｆ ｂｙ
ｙ
＋
Ｆ ｂｚ
ｚ( ) （ｅ）

将式（ｅ）代入式（ｄ），最终得

２σ ｘ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｘ２

＝ － ν
１ － ν

Ｆ ｂｘ
ｘ
＋
Ｆ ｂｙ
ｙ
＋
Ｆ ｂｚ
ｚ( ) － ２ Ｆ ｂｘｘ

类似地可得其他 ５ 个方程。于是，得到应用应力表示的 ６ 个协调方程
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２σ ｘ＋
１
１＋ν

 ２σ
ｘ２
＝ － ν
１－ν

Ｆ ｂｘ
ｘ
＋
Ｆ ｂｙ
ｙ
＋
Ｆ ｂｚ
ｚ( ) －２ Ｆ ｂｘｘ

２σ ｙ＋
１
１＋ν

 ２σ
ｙ２
＝ － ν
１－ν

Ｆ ｂｘ
ｘ
＋
Ｆ ｂｙ
ｙ
＋
Ｆ ｂｚ
ｚ( ) －２ Ｆ ｂｙｙ

２σ ｚ＋
１
１＋ν

 ２σ
ｚ２
＝ － ν
１－ν

Ｆ ｂｘ
ｘ
＋
Ｆ ｂｙ
ｙ
＋
Ｆ ｂｚ
ｚ( ) －２ Ｆ ｂｚｚ

２τ ｘｙ＋
１
１＋ν

 ２σ
ｘｙ

＝ －
Ｆ ｂｙ
ｘ
＋
Ｆ ｂｘ
ｙ( )

２τ ｙｚ＋
１
１＋ν

 ２σ
ｙｚ

＝ －
Ｆ ｂｚ
ｙ
＋
Ｆ ｂｙ
ｚ( )

２τ ｚｘ＋
１
１＋ν

 ２σ
ｘｚ

＝ －
Ｆ ｂｘ
ｚ
＋
Ｆ ｂｚ
ｘ( )

























（５－９）

上式（５－９）称为贝尔特拉米－米歇尔（ＢｅｌｔｒａｍｉＭｉｃｈｅｌｌ）方程


。实际上是用应力

表示的协调方程，称为应力协调方程


。

当体力不计时，式（５－９）简化为

２σ ｘ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｘ２

＝ ０

２σ ｙ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｙ２

＝ ０

２σ ｚ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｚ２
＝ ０

２τ ｘｙ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｘｙ

＝ ０

２τ ｙｚ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｙｚ

＝ ０

２τ ｚｘ ＋
１
１ ＋ ν

 ２σ
ｘｚ

＝ ０

























（５－１０）

或

２σ ｉｊ ＋
１
１ ＋ ν

σ，ｉｊ ＝ ０ （５－１０′）

　 　 由此可知，用应力法解弹性力学问题就归结为求满足平衡方程（５－１）、协调
方程（５－９）及边界条件的应力分量 σ ｘ，σ ｙ，σ ｚ，τ ｘｙ，τ ｙｚ，τ ｚｘ的数学问题。注意到，
在导出式（５－９）时已经用过 ３ 个平衡方程，所以如果在边界上除满足 ３ 个力边
界条件外，还应满足 ３ 个平衡方程（５－１），则在物体内部只须满足 ６ 个应力协调
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方程（５－９）就能解出 ６ 个应力分量。
由以上讨论可以看出，对于弹性力学问题需要在严格的边界条件下解复杂

的微分方程组。在一般情况下这是一件很不容易的事。因为，往往难以克服数

学上的困难。因而人们研究了各种解题方法，如逆解法


、半逆解法等。

所谓逆解法


，就是选取一组位移或应力的函数，由此求出应变与应力。然

后，验证是否满足基本方程。若满足，则求出与这对应的边界上的位移或面力，

再与实际边界条件比较。如果相同或可认为相近，就可把所选取的解作为所要

求的解。所谓半逆解法


又称凑合解法，就是在未知量中先根据问题的特点假设

一部分为已知，然后在基本方程和边界条件中，求另一部分。这样就得到了全部

未知量。此外，尚有近似解法等。

在研究弹性力学问题的时候，自然会提出问题的解是否存在和是否唯一的

问题。回答是肯定的：解是存在的，而且在小变形条件下，对于受一组平衡力系

作用的物体，应力和应变的解是唯一的。其位移的解，则含有 ６ 个表征物体做刚
体移动和转动的任意常数。就是说，对于基本方程（５－ １），（５ － ２），（５ － ４）［或
（５－５）］，在给定边界条件下，不但有解，而且只有唯一解。解的存在定理证明过
程冗长，不拟介绍。以下以应力解为例，对解的唯一性做一些讨论。

　 　 设问题的解不唯一，σ（１）ｉｊ 和 σ
（２）
ｉｊ 是同一问题的两组不同的应力解，与之对应

的位移为 ｕ（１）ｉ 和 ｕ
（２）
ｉ ，它们的差为 σ


ｉｊ ＝σ

（１）
ｉｊ －σ

（２）
ｉｊ 及 ｕ


ｉ ＝ ｕ

（１）
ｉ －ｕ

（２）
ｉ 。

因为应力 σ（１）ｉｊ 和 σ
（２）
ｉｊ 都满足平衡方程和协调方程，由于体力是相同的，分别

代入平衡方程（５－１）和协调方程（５－９）并对应相减后，得
σｉｊ，ｊ ＝ ０

２σｘ ＋
１
１ ＋ ν

·
 ２σ

ｘ２
＝ ０

…………

如 σ（１）ｉｊ ，σ
（２）
ｉｊ 满足同一边界条件

σ（１）ｉｊ ｎ ｊ ＝ ｐｉ，　 σ
（２）
ｉｊ ｎ ｊ ＝ ｐｉ

则必有

σ（１）ｉｊ － σ
（２）
ｉｊ( ) ｎｊ ＝ ０

由此可知，在给定面力的边界上有

σｉｊ ＝ ０

这就是说，σｉｊ 对应于一个无面力、无体力的自然状态。实际上，无面力、无体力
作用的自然状态是无应力、无应变的状态。由此得出，在全部体积内有

σｉｊ ＝ ０
或
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σ（１）ｉｊ ＝ σ
（２）
ｉｊ

于是，解的唯一性定理


得证。

§ ５－４　 圣维南原理

由材料力学知道，两组有相等合力与力矩而分布不同的面力，所求得的应力场

只在面力作用点附近才有显著的不同，而离开受力点较远地方的应力分布基本相同。

这一事实被圣维南首先发现，总结为圣维南原理


。事实上，在边界上往往并不知道应

力的精确分布，而只知道某一段边界上的合力和合力矩。因而圣维南原理对解决实

际问题是必要的，实践证明这也是有效的，其数学证明已得到一定程度的进展。

圣维南原理：如作用在弹性体表面某一不大的局部面积上的力系，为作用在同

一局部面积上的另一静力等效力系所代替，则荷载的这种重新分布只在离荷载作用

处很近的地方才使应力的分布发生显著的变化，在离荷载较远处只有极小的影响。

图 ５－１

用钳子夹截一直杆是阐明圣维南原理的一个生

动的实例（图 ５－１）。
由图可见，杆在 Ａ 处受钳夹紧以后，就等于在该

处加了一对平衡力系，无论作用力的大小如何，在夹

住部分 Ａ 以外，几乎没有应力产生，甚至杆被钳子截断后，Ａ 处以外仍几乎不受
影响。这个例子生动地说明了圣维南原理的真实性。研究证明，影响区的大小，

大致与外力作用区的大小相当。

Ｓａｉｎｔ－Ｖｅｎａｎｔ，Ａ．Ｊ．Ｃ．Ｂ．ｄｅ

（１７９７—１８８６）

圣维南 （ＳａｉｎｔＶｅｎａｎｔ，Ａ． Ｊ． Ｃ． Ｂ． ｄｅ），１７９７

年生于法国，１８８６ 年逝世。１８２５ 年毕业于巴黎

桥梁公路学校后从事工程设计工作，１８３７ 年回

该校任教。１８６８ 年当选为法国科学院院士。

在弹塑性力学方面有很多贡献。他的力作用的

局部性思想被称为“圣维南原理”。
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§ ５－５　 叠 加 原 理

如前所述，弹性力学边值问题的解，必须满足基本方程与边界条件。如采用

应力法，则所得应力分量 σ ｉｊ必须满足平衡方程（５－１），协调方程（５－９）和边界条

件。设某一弹性体在面力和体力分别为 ｐｉ 和 Ｆ ｂｉ作用下的应力分量为 σ ｉｊ，在同

一弹性体内由另一组面力 ｐ′ｉ 和体力 Ｆ′ｂｉ 所引起的另外一组应力分量为 σ′ｉｊ 。则

σ ｉｊ＋σ′ｉｊ 就一定是由于面力 ｐｉ ＋ｐ′ｉ 和体力 Ｆ ｂｉ ＋Ｆ′ｂｉ 的共同作用所引起的应力。这
是因为，定解条件和泛定方程都是线性的。在这种情况下

σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＝ ０

σ′ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ′ｂｉ ＝ ０
成立，以上两式相加后，有

σ ｉｊ ＋ σ′ｉｊ( ) ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＋ Ｆ′ｂｉ( ) ＝ ０ （５－１１）
此外，由于

ｐｉ ＝ σ ｉｊ ｎ ｊ
ｐ ′ｉ ＝ σ′ｉｊ ｎ ｊ} （５－１２）

故在边界上有

ｐｉ ＋ ｐ ′ｉ ＝ σ ｉｊ ＋ σ′ｉｊ( ) ｎｊ
同样，协调方程也可以合并。显然，σ ｉｊ＋σ′ｉｊ( ) 满足由 ｐｉ＋ｐ′ｉ( ) 和 Ｆ ｂｉ＋Ｆ′ｂｉ( ) 作用下
的边值问题。这就是叠加原理


。

叠加原理成立的条件为小变形、线性弹性本构方程。对于大变形情况，物体

的变形将影响外力的作用，如受纵向和横向外力作用的梁就必须考虑变形的影

响。此时叠加原理不再适用。

例 ５－１　 设有下图所示的柱体，两端受集中力 Ｆ 作用，柱体表面为自由表
面。试求其应力场与位移场。

解：

１）确定体力和面力
对于上述问题，首先选取坐标系 Ｏｘｙｚ，如图 ５－２ 所示。两端处 ｚ ＝ ０，ｚ ＝ ｌ 有

外力作用，其合力为 Ｆ，假定体力略去不计，柱体侧面的面力等于零。
２）写出边界条件

在柱体侧面，因任一点的外法线方向 ｎ 均垂直于 ｚ 轴，故 ｌ３ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｚ）＝ ０，
柱体侧面的边界条件为
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图 ５－２

σ ｘ ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２ ＝ ０

τ ｘｙ ｌ１ ＋ σ ｙ ｌ２ ＝ ０

τ ｘｚ ｌ１ ＋ τ ｚｙ ｌ２ ＝ ０
} （ａ）

在两端部，因 ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｚ，ｘ）＝ ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｚ，ｙ）＝ ０，ｌ３ ＝ １，设 σ ｚ 在端部均匀分布，则边
界条件化为

σ ｚ ｌ３Ａ ＝ Ｆ
其中 Ａ 为杆的截面面积，或

σ ｚ Ａ ＝ Ｆ
　 　 ３）选择解题方法

选用应力法求解，则未知应力应满足式（５－１）和式（５－１０），即

σ ｉｊ，ｊ ＝ ０

２σ ｉｊ ＋
１
１ － ν

σ，ｉｊ ＝ ０

　 　 现用逆解法求解。根据解的唯一性知道，如能给出一个既满足全部方程，又
满足边界条件的解，则这个解就是本问题的唯一解。

４）解边值问题
取

σ ｘ ＝ σ ｙ ＝ τ ｘｙ ＝ τ ｙｚ ＝ τ ｚｘ ＝ ０，　 σ ｚ ＝ Ｃ （ｂ）
此处 Ｃ 为待定常数，将式（ｂ）代入式（ａ），可见恒满足。

由边界条件，得出 σ ｚ ＝Ｆ ／ Ａ，故有

Ｃ ＝
Ｆ
Ａ
，　 σ ｚ ＝

Ｆ
Ａ
，　 σ ＝ σ ｘ ＋ σ ｙ ＋ σ ｚ ＝

Ｆ
Ａ

（ｃ）

　 　 由广义胡克定律

ε ｚ ＝
１ ＋ ν
Ｅ

σ ｚ －
ν
１ ＋ ν

σ ｚ( ) ＝ σ ｚ １ ＋ νＥ － ν
Ｅ( ) ＝ ＦＥＡ

ε ｘ ＝ ε ｙ ＝
１ ＋ ν
Ｅ
·
－ νσ ｚ
１ ＋ ν

＝
－ νＦ
ＥＡ

γ ｘｙ ＝ γ ｙｚ ＝ γ ｚｘ ＝ ０













（ｄ）
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　 　 由上式可见，各应变分量均为常数。
积分式（５－２），可求出各位移分量。为此，有

ｕ
ｘ
＝ ε ｘ ＝ －

νＦ
ＥＡ

积分后，得在无刚体位移情况下的解为

ｕ ＝ －
νＦ
ＥＡ
ｘ

同理得

ｖ ＝ －
νＦ
ＥＡ
ｙ

ｗ ＝
Ｆ
ＥＡ
ｚ

　 　 如给定位移边界条件，则在上面的积分中便包含了积分常数。它反映了杆
件的刚体位移。如给定 ｘ ＝ ０ 处，ｕ ＝珔ｕ０，则上述位移解为

ｕ ＝ －
νＦ
ＥＡ
ｘ ＋ ｕ０

珔ｕ０ 即 ｘ 方向的刚体位移。
５）校核
将所得结果代入平衡方程、应变协调方程、边界条件等公式，均满足。

在本例题中，各应力分量都是常数，一般问题则要复杂得多。

本章复习要点

　 　 １ 弹性力学的基本方程和弹性力学问题的提法是，给定作用在物体全部边
界或内部的外界作用，求解物体内由此而产生的应力场与位移场。

２ 弹性力学边值问题可分三类：①第一类边值问题，宜用应力法求解；②第
二类边值问题，宜用位移法求解；③第三类边值问题，宜用混合法求解。

３ 拉梅－纳维方程
（λ ＋ μ）ｕｊ，ｊｉ ＋ μｕｉ，ｊｊ ＝ ０

包括了平衡方程，几何方程和本构方程。

４ 贝尔特拉米－米歇尔方程实际上是应力协调方程。
５ 圣维南原理与叠加原理。

思　 考　 题

　 　 ５－１　 所给边界条件的数目为什么很重要？

７６思考题 　 　



５－２　 为什么线性弹性力学问题可以用叠加原理？而其他情况不行？

５－３　 逆解法、半逆解法的理论根据什么？为什么？

５－４　 为什么当以应力、应变和位移这 １５ 个量作未知函数求解时，则应变协调方程就可

以自然满足？

５－５　 你还能举出哪些圣维南原理的实例？如果放弃圣维南原理，应该考虑怎样处理你

举出的实例？

习　 　 题

　 　 ５－１　 试用逆解法求圆截面柱体扭转问题的解。

提示：参考初等理论的解答，如柱体的轴线为轴，则假定

σ ｘ ＝ σ ｙ ＝ σ ｚ ＝ τ ｘｙ ＝ ０

　 　 答案：位移分量 ｕ ＝ －φｙｚ，ｖ ＝ φｘｚ，ｗ ＝ ０。

５－２　 设一物体内的位移分量为 ｕ ＝ ｖ ＝ ０，ｗ ＝ ｗ（ｚ）。试求位移函数ｗ（ｚ）。

答案：ｗ ＝ Ｃｚ，Ｃ 为常数。
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第六章

平面问题

§ ６－１　 平面问题的基本方程

在第五章中介绍了求解弹性力学问题的两种基本解法，现在讨论平面问题相应

的公式，并分别给出平面应力和平面应变两种情况的应力法基本方程和解法示例。

一、平面应力问题

在这种情况下，已知

σ ｚ ＝ τ ｚｘ ＝ τ ｙｚ ＝ ０ （６ － １）
及

σ ｘ ＝ σ ｘ（ｘ，ｙ）
σ ｙ ＝ σ ｙ（ｘ，ｙ）
τ ｘｙ ＝ τ ｘｙ（ｘ，ｙ）

} （６ － ２）

平衡方程为

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋ Ｆ ｂｘ ＝ ０

τ ｘｙ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＋ Ｆ ｂｙ ＝ ０











（６ － ３）

图 ６－１

边界条件为

ｐｘ ＝ σ ｘ ｌ１ ＋ τ ｘｙ ｌ２
ｐｙ ＝ τ ｘｙ ｌ１ ＋ σ ｙ ｌ２} （６ － ４）

其中 ｐｘ，ｐｙ 为面力在 ｘ，ｙ 方向的分量（图 ６－１）。

ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）

ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）
本构方程为

ε ｘ ＝
１
Ｅ
（σ ｘ － νσ ｙ）

ε ｙ ＝
１
Ｅ
（σ ｙ － νσ ｘ）

γ ｘｙ ＝
τ ｘｙ
Ｇ
＝ ２（１

＋ ν）
Ｅ

τ ｘｙ













（６ － ５）



及

γ ｘｚ ＝ γ ｙｚ ＝ ０

ε ｚ ＝ －
ν
Ｅ
（σ ｘ ＋ σ ｙ）} （６ － ６）

此处 ε ｚ 为薄片在 ｚ 方向的应变分量，因在平面应力问题的方程中并不包含 ε ｚ，
它可以从式（６－６）中独立地求出。应变协调方程为

２ε ｙ
ｘ２

＋
２ε ｘ
ｙ２

＝
２γ ｘｙ
ｘｙ

（６ － ７）

在应力法中，要把上式改用应力分量表示。为此，将方程（６－５）代入式（６－７），
并计及式（６－３），则不难得出

２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２( ) （σ ｘ ＋ σ ｙ）＝ － （１ ＋ ν） Ｆ ｂｘｘ ＋ Ｆ ｂｙｙ( ) （６ － ８）

　 　 此即平面应力问题的以应力分量表达的应变协调方程。若不计体力或体力
为常数时，则式（６－８）化为

２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２( ) （σ ｘ ＋ σ ｙ）＝ ０ （６ － ８′）

或写成
２
（σ ｘ＋σ ｙ）＝ ０

此处
２
为拉普拉斯算子，上式称为莱维（Ｌéｖｙ，Ｍ．）方程。

二、平面应变问题

在平面应变条件下（图 ２－７），由于长度方向的约束（ｚ 方向的无限延伸，相
当于刚性约束），则有

ｗ ＝ ０
　 　 由于沿长度方向几何形状不变，荷载也沿 ｚ 方向不变。故位移 ｕ，ｖ 仅为 ｘ，ｙ
的函数，而与 ｚ 无关。由此可以沿长度方向任取一个与 Ｏｘｙ 面平行且厚度等于 １
的薄片作为模型来分析，而不失代表性。于是有

ε ｘ ＝
ｕ
ｘ
，　 ε ｙ ＝

ｖ
ｙ
，　 γ ｘｙ ＝

ｕ
ｙ
＋ ｖ
ｘ

（６ － ９ａ）

及

ε ｚ ＝ γ ｘｚ ＝ γ ｙｚ ＝ ０ （６－９ｂ）
将式（６－９ｂ）代入本构方程，可得
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σ ｘ ＝ ２Ｇε ｘ＋λ（ε ｘ＋ε ｙ）

σ ｙ ＝ ２Ｇε ｙ＋λ（ε ｘ＋ε ｙ）

τ ｘｙ ＝Ｇγ ｘｙ
} （６－１０）

及

τ ｘｙ ＝ τ ｙｚ ＝ ０

σ ｚ ＝λ（ε ｘ＋ε ｙ）＝ ν（σ ｘ＋σ ｙ）} （６－１１）

因 σ ｚ 不包含在基本方程中，故 σ ｚ 不是独立的未知量，而在求得 σ ｘ 和 σ ｙ 后可由
式（６－１１）单独求解。

由于应力分量只是 ｘ，ｙ 的函数，所以平面应变问题的平衡方程同样为式
（６－３），应变协调方程为式（６－７）。当需用应力表示时，则可从平面应力变换到

平面应变的对应关系，可将式（６－８）中的 ν 换为
ν
１－ν
得出

２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２( ) （σ ｘ＋σ ｙ）＝ － １１－ν Ｆ ｂｘｘ ＋Ｆ ｂｙｙ( ) （６－１２）

比较式（６－８）与（６－１２）可知，式（６－１２）与（６－８）只差一个常数系数。此外，在
边界上，应力应满足边界条件（６－４）。同样也可得到莱维方程。

从以上的讨论中可以发现，平衡方程、应变协调方程以及边界条件式（６－４）
中均不含材料常数。这就是说，不同材料的物体只要它们的几何条件，荷载条件

相同，则不论其为平面应力或平面应变问题，它们在平面内的应力分布规律是相

同的。这一结论，给模型试验（例如光弹性试验等）提供了理论基础。应当注

意，以上两种情况的应力（σ ｚ）、应变和位移是不相同的。

§ ６－２　 应力函数　 逆解法与半逆解法

由以上讨论可知，平面问题的弹性解，要求积分平衡方程（６－３）和应变协调
方程（６－８）或（６－１２），并满足边界条件式（６－４）。在不计体力时，这些方程简
化为

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＝ ０

τ ｘｙ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＝ ０











（６－１３）

２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２( ) （σ ｘ＋σ ｙ）＝ ０ （６－１３′）
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和边界条件式（６－４）。

一、应力函数

方程（６－１３）和（６－１３′）是用应力分量 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ写出的弹性平面问题的基

本方程组。如边值问题属于第一类，即面力已知的问题，则可由以上方程组按应

力求解，而不需要考虑位移。进一步观察（６－１３）和（６－１３′）两式可以发现，如果
引进一个函数 φ ｆ（ｘ，ｙ），使得

σ ｘ ＝
２φ ｆ
ｙ２

σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２

τ ｘｙ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ















（６－１４）

代入平衡方程，可知恒满足。于是有

σ ｘ＋σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２
＋
２φ ｆ
ｙ２
＝ ２φ ｆ （６－１５）

由应变协调方程（６－１３′），得

２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２( ) 
２φ ｆ
ｘ２
＋
２φ ｆ
ｙ２( ) ＝ ０

展开为

４φ ｆ
ｘ４
＋２
４φ ｆ
ｘ２ｙ２

＋
４φ ｆ
ｙ４
＝ ０ （６－１６）

或简写为
４φ ｆ ＝ ０ （６－１６′）

函数 φ ｆ称为应力函数
。是由艾里（Ａｉｒｙ，Ｇ．Ｂ．）１８６２ 年所引进，故又称为艾里应


力函数


。方程（６－１６）称为双调和方程


。由此可知，平面问题的应力分量可用应

力函数 φ ｆ来表示，而函数 φ ｆ应满足双调和方程，也就是说，φ ｆ为双调和函数。
现在考虑有体力的情况。假定体力是有势的①，即

Ｆ ｂｘ ＝ －
Ｖ
ｘ
，　 Ｆ ｂｙ ＝ －

Ｖ
ｙ

（ａ）
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① 由理论力学知道，若作用在点 Ｍ 的力 Ｆ 的投影是坐标的函数，且可用对某一单值函数 Ｖ（ｘ，ｙ，ｚ）
取偏微商并冠以负号表示，则该应力场称为是有势的。



其中 Ｖ 为势函数。此时，平衡微分方程（６－３）化为


ｘ
（σ ｘ－Ｖ）＋

τ ｘｙ
ｙ
＝ ０

τ ｘｙ
ｘ
＋ 
ｙ
（σ ｙ－Ｖ）＝ ０











（ｂ）

比较上式与式（６－１３），如令

σ ｙ－Ｖ ＝
２φ ｆ
ｘ２

σ ｘ－Ｖ ＝
２φ ｆ
ｙ２

τ ｘｙ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ















（６－１７）

则平衡微分方程可满足，将式（６－１７）代入应变协调方程（６－８）及（６－１２）后，分
别得出：

　 　 对于平面应力情况
４φ ｆ ＝ －（１－ν）

２Ｖ （６－１８）

　 　 对于平面应变情况

４φ ｆ ＝ －
１－２ν
１－ν

２Ｖ （６－１９）

　 　 前已述及，直接求解弹性力学问题往往是很困难的。因此，有时不得不采用
逆解法或半逆解法等。

二、逆解法与半逆解法

当用逆解法时，要先假定满足双调和方程（６－１６）的某种形式的应力函数

φ ｆ，然后用式（６－１４）求出应力分量 σ ｘ，σ ｙ，τ ｘｙ等，再根据应力边界条件来分析所

提应力分量对应于什么样的面力。由此判定所选应力函数 φ ｆ可以解什么样的
问题。如用半逆解法则针对所要求解的问题，假定部分或全部应力分量为某种

形式的双调和函数，留下足够多的待定参数，从而导出应力函数 φ ｆ。然后来分
析所得应力函数是否满足应变协调方程，判定假定的以及由应力函数导出的应

力分量是否满足边界条件，如不满足则应重新假定。

应当指出，由于双调和方程是四阶的，故低于四次的多项式都是双调和函

数。但必须至少是二次和二次以上，以保证得出非零的应力解。例如，如取应力

函数 φ ｆ为下列一次式
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φ ｆ ＝Ｃ０ ＋Ｃ１ｘ＋Ｃ２ｙ
则双调和方程可以满足，而应力分量

σ ｘ ＝
２φ ｆ
ｙ２
＝ ０

σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２
＝ ０

τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ

＝ ０

显然，这是一个无应力状态。由此得出，在应力函数中增添或除去 ｘ 和 ｙ 的一次
式，并不影响应力分量。

此外，四次或四次以上多项式，则只有 ４ 个系数是独立的，其余系数应由多
项式的双调和条件来确定。

例如，对于下列四次多项式的应力函数

φ ｆ（ｘ，ｙ）＝ Ｃ１ｘ
４ ＋Ｃ２ｘ

３ｙ＋Ｃ３ｘ
２ｙ２ ＋Ｃ４ｘｙ

３ ＋Ｃ５ｙ
４

有
４φ ｆ ＝ ４×３×２Ｃ１ ＋４×２Ｃ３ ＋４×３×２Ｃ５

于是，各系数间应有下列关系式

３Ｃ１ ＋Ｃ３ ＋３Ｃ５ ＝ ０
即函数 φ ｆ在下列条件下为双调和函数

Ｃ５ ＝ －
１
３
Ｃ３ ＋Ｃ１( )

类似地，对于五次多项式

φ ｆ（ｘ，ｙ）＝ Ｃ１ｘ
５ ＋Ｃ２ｘ

４ｙ＋Ｃ３ｘ
３ｙ２ ＋Ｃ４ｘ

２ｙ３ ＋Ｃ５ｘｙ
４ ＋Ｃ６ｙ

５

有
４φ ｆ ＝ ４×３×２（５Ｃ１ ＋Ｃ５ ＋Ｃ３）ｘ＋４×３×２（５Ｃ６ ＋Ｃ２ ＋Ｃ４）ｙ

故 φ ｆ为双调和函数的条件为
５Ｃ１ ＋Ｃ５ ＋Ｃ３ ＝ ０
５Ｃ６ ＋Ｃ２ ＋Ｃ４ ＝ ０

或

Ｃ５ ＝ －（５Ｃ１ ＋Ｃ３）

Ｃ６ ＝ －
１
５
（Ｃ２ ＋Ｃ４）
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§ ６－３　 梁的弹性平面弯曲

作为用半逆解法在直角坐标系中解题的例子，讨论下述悬臂梁的平面弯曲。

设悬臂梁自由端有集中力 Ｆ 作用，略去梁的自重，梁的高度为 ２ｈ，厚度为 δ，跨度
为 ｌ（图 ６－２）。
　 　 以下首先讨论梁内应力分布。在此情况下，边界条件为

图 ６－２

（σ ｘ）ｘ ＝ ０ ＝ ０

（τ ｘｙ）ｙ ＝ ±ｈ ＝ ０

（σ ｙ）ｙ ＝ ±ｈ ＝ ０

Ｆ ＝ － ∫
＋ ｈ

－ ｈ
τ ｘｙδｄｙ













（ａ）

上述边界条件表示：自由端没有轴向水平力，顶部和底部没有荷载作用及自由端

的切应力之和应等于 Ｆ。式中第四式的负号是根据第二章对切应力的正负号约
定得来的，因为此处切应力是作用在外法线方向与 ｘ 轴反向的平面内，切应力方
向与 ｙ 轴同向，故为负。

一、选取应力函数

用半逆解法。由材料力学知道，任一截面的弯矩随 ｘ 作线性变化，而且截面

上任一点的正应力 σ ｘ 与 ｙ 成比例，故可假定 σ ｘ 为

σ ｘ ＝
２φ ｆ
ｙ２
＝Ｃ１ｘｙ （ｂ）

其中 Ｃ１ 为一常数。将上式对 ｙ 积分两次，得

φ ｆ ＝
１
６
Ｃ１ｘｙ

３ ＋ｙｆ１（ｘ）＋ｆ２（ｘ） （ｃ）

此外 ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ）为 ｘ 的待定函数。将 φ ｆ代入双调和方程（６－１６），可得

ｙ
ｄ４ ｆ１
ｄｘ４
＋
ｄ４ ｆ２
ｄｘ４
＝ ０ （ｄ）

由于上式（ｄ）中的第二项与 ｙ 无关，故上式成立时，必有
ｄ４ ｆ１
ｄｘ４
＝ ０，　

ｄ４ ｆ２
ｄｘ４
＝ ０

积分此二式，得
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ｆ１（ｘ）＝ Ｃ２ｘ
３ ＋Ｃ３ｘ

２ ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ５
ｆ２（ｘ）＝ Ｃ６ｘ

３ ＋Ｃ７ｘ
２ ＋Ｃ８ｘ＋Ｃ９

　 　 其中 Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ９ 为积分常数。将上面两函数 ｆ１（ｘ），ｆ２（ｘ）代入式（ｃ），得

φ ｆ ＝
１
６
Ｃ１ｘｙ

３ ＋ｙ（Ｃ２ｘ
３ ＋Ｃ３ｘ

２ ＋Ｃ４ｘ＋Ｃ５）＋

（Ｃ６ｘ
３ ＋Ｃ７ｘ

２ ＋Ｃ８ｘ＋Ｃ９） （６－２０）
由于应力函数 φ ｆ中的一次项和常数项都不出现在应力分量中，故式（６－２０）

中的 Ｃ５、Ｃ８ 和 Ｃ９ 可略去。
将式（６－２０）代入式（６－１４），可得应力分量 σ ｙ，τ ｘｙ为

σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２
＝ ６（Ｃ２ｘｙ＋Ｃ６ｘ）＋２（Ｃ３ｙ＋Ｃ７）

τ ｘｙ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ

＝ －
１
２
Ｃ１ｙ

２ －３Ｃ２ｘ
２ －２Ｃ３ｘ－Ｃ４











（ｅ）

二、系数的确定

　 　 根据边界条件（ａ）的第二、三式有

（σ ｙ）ｙ ＝ ±ｈ ＝ ６（±Ｃ２ｈ＋Ｃ６）ｘ＋２（±Ｃ３ｈ＋Ｃ７）＝ ０
即

６（Ｃ２ｈ＋Ｃ６）ｘ＋２（Ｃ３ｈ＋Ｃ７）＝ ０

６（－Ｃ２ｈ＋Ｃ６）ｘ＋２（－Ｃ３ｈ＋Ｃ７）＝ ０
上式对所有的 ｘ 都成立，故有

Ｃ２ｈ＋Ｃ６ ＝ ０

Ｃ３ｈ＋Ｃ７ ＝ ０

－Ｃ２ｈ＋Ｃ６ ＝ ０

－Ｃ３ｈ＋Ｃ７ ＝ ０













解此方程组，得

Ｃ２ ＝Ｃ３ ＝Ｃ６ ＝Ｃ７ ＝ ０
而

（τ ｘｙ）ｙ ＝ ±ｈ ＝ －
１
２
Ｃ１ｈ

２ －３Ｃ２ｘ
２ －２Ｃ３ｘ－Ｃ４ ＝ ０

故有

－
１
２
Ｃ１ｈ

２ －Ｃ４ ＝ ０
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即

Ｃ４ ＝ －
１
２
Ｃ１ｈ

２

由方程（ａ）的第四式，得

－ ∫
ｈ

－ ｈ
τ ｘｙδ ｄｙ ＝ ∫

ｈ

－ ｈ

１
２
Ｃ１δ（ｙ

２ － ｈ２）ｄｙ ＝ Ｆ

由此

Ｃ１ ＝ －
３Ｆ
２δｈ３

＝ －
Ｆ
Ｉ

其中 Ｉ ＝
２
３
δｈ３ 为截面对中性轴的截面二次矩（惯性矩）。

至此，所有常数均已求出，于是由方程得各应力分量为

σ ｘ ＝ －
Ｆｘｙ
Ｉ

σ ｙ ＝ ０

τ ｘｙ ＝ －
Ｆ
２Ｉ
（ｈ２ －ｙ２）













（６－２１）

　 　 由此可见，所得结果与材料力学所得结果完全一致。可得出结论，如端部切
应力按抛物线分布，σ ｘ 在固定端按线性分布，则这一解是精确解。如果不是这
样，则根据圣维南原理，这一解在梁内远离端部的截面还是足够精确的，其所影

响的区段大约只有截面尺寸那样大小的长度。

三、位移的计算

现在讨论梁的变形。应用应变位移关系及胡克定律，由式（６－２１），得出
ｕ
ｘ
＝ －
Ｆｘｙ
ＥＩ

ｖ
ｙ
＝ ν
Ｆｘｙ
ＥＩ

ｕ
ｙ
＋
ｖ
ｘ
＝
２（１＋ν）
Ｅ

τ ｘｙ

　 　 　 ＝ －
（１＋ν）Ｆ
ＥＩ

（ｈ２ －ｙ２）＝ －
Ｆ（ｈ２ －ｙ２）
２ＩＧ

















（ｆ）

将上式（ｆ）中的前两式积分，得
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ｕ ＝ －
Ｆｘ２ｙ
２ＥＩ
＋ｕ１（ｙ）

ｖ ＝
νＦｘｙ２

２ＥＩ
＋ｖ１（ｘ）











（ｇ）

将式（ｇ）中两式分别对 ｙ 和 ｘ 微分，得

ｕ
ｙ
＝
ｄｕ１
ｄｙ
－
Ｆｘ２

２ＥＩ

ｖ
ｘ
＝ ν
Ｆｙ２

２ＥＩ
＋
ｄｖ１
ｄｘ

将此结果代入式（ｆ）中第三式，得
ｄｕ１
ｄｙ
－
Ｆ（２＋ν）
２ＥＩ

ｙ２ ＝ －
ｄｖ１
ｄｘ
＋
Ｆ
２ＥＩ
ｘ２ －
（１＋ν）
ＥＩ

Ｆｈ２

上式等号两边分别为 ｙ 和 ｘ 的函数，故各边均等于同一常数 Ｃ１，即
ｄｕ１
ｄｙ
－
Ｆ（２＋ν）
２ＥＩ

ｙ２ ＝Ｃ１

ｄｖ１
ｄｘ
－
Ｆ
２ＥＩ
ｘ２ ＋
（１＋ν）
ＥＩ

Ｆｈ２ ＝ －Ｃ１

积分，得

ｕ１（ｙ）＝
Ｆ
６ＥＩ
（２＋ν）ｙ３ ＋Ｃ１ｙ＋Ｃ２

ｖ１（ｘ）＝
Ｆｘ３

６ＥＩ
－
（１＋ν）Ｆｘｈ２

ＥＩ
－Ｃ１ｘ＋Ｃ３

其中 Ｃ２，Ｃ３ 为积分常数，将以上两式代入式（ｇ），得位移表达式为

ｕ ＝ －
Ｆｘ２ｙ
２ＥＩ
＋
Ｆ
６ＥＩ
（２＋ν）ｙ３ ＋Ｃ１ｙ＋Ｃ２

ｖ ＝
νＦｘｙ２

２ＥＩ
＋
Ｆｘ３

６ＥＩ
－
（１＋ν）Ｆｘｈ２

ＥＩ
－Ｃ１ｘ＋Ｃ３











（ｈ）

常数 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３ 由阻止梁在 Ｏｘｙ 面内作刚体运动所必需的 ３ 个约束条件来确定，
如在固定端（ｘ ＝ ｌ，ｙ ＝ ０ 处）有

ｕ
ｙ
＝ ０，　 ｕ ＝ ０，　 ｖ ＝ ０ （ｉ）

代入式（ｈ），求出

Ｃ１ ＝
Ｆｌ２

２ＥＩ
，　 Ｃ２ ＝ ０，　 Ｃ３ ＝

Ｆｌ３

３ＥＩ
＋
Ｆｌｈ２（１＋ν）
ＥＩ
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于是梁的位移为

ｕ ＝
Ｆ
２ＥＩ
（ｌ２ －ｘ２）ｙ＋

（２＋ν）Ｆｙ３

６ＥＩ

ｖ ＝
Ｆ
ＥＩ
ｘ３

６
＋
ｌ３

３
＋
ｘ
２
（νｙ２ －ｌ２）＋ｈ２（１＋ν）（ｌ－ｘ）[ ]











（６－２２）

由此得出，ｕ 和 ｖ 都是 ｘ，ｙ 的非线性函数，就是说，梁的任一截面变形后不再保持
平面，这一点和材料力学初等理论所得到的结果是不相同的。如在固定端（ｘ ＝ ｌ
处），则由式（６－２２），得

（ｖ）ｘ ＝ ｌ ＝
ｖＦｌ
２ＥＩ
ｙ２

ｖ
ｘ( )

ｘ ＝ ｌ

＝
Ｆ
ＥＩ
νｙ２

２
－ｈ２（１＋ν）[ ]

ｖ
ｘ( ) ｘ ＝ ｌ

ｙ ＝ ０

＝ －
Ｆｈ２（１＋ν）
ＥＩ

＝ －
Ｆｈ２

２ＧＩ

图 ６－３

即由固定端条件得到的固定端的水平线元有一个转角

Ｆｈ２ ／ ２ＧＩ（图 ６－３）。如用另外的条件，如 ｘ ＝ ｌ，ｙ ＝ ０ 处，
ｕ ＝ ｖ ＝ ０，ｖ ／ ｘ ＝ ０，即固定端在 ｙ ＝ ０ 处水平线元被固
定，则可得类似的结果。

实际上，固定端的水平线元与竖直线元都不能转

动，端部效应的详细分析是比较复杂的。不过，由圣维

南原理知道，端部效应的影响范围是不大的（约与梁高相当）。

梁轴的竖向位移为

（ｖ）ｙ ＝ ０ ＝
Ｆｘ３

６ＥＩ
－
Ｆｌ２ｘ
２ＥＩ
＋
Ｆｌ３

３ＥＩ
＋
Ｆｈ２（１＋ν）
ＥＩ

（ｌ－ｘ） （６－２３）

而端部的挠度

（ｖ）ｘ ＝ ｙ ＝ ０ ＝
Ｆｌ３

３ＥＩ
＋ Ｆｈ

２
（１ ＋ ν）ｌ
ＥＩ

＝ Ｆｌ
３

３ＥＩ
＋ Ｆｈ

２ ｌ
２ＧＩ

上式等号右边第二项，显然是剪力对挠度的影响。而这部分与弯曲的影响之

比为

Ｆｈ２ ｌ ／ ２ＧＩ
Ｆｌ３ ／ ３ＥＩ

＝ ３
２
ｈ２Ｅ
ｌ２Ｇ
＝ ３
４
（１ ＋ ν）

２ｈ
ｌ( )

２

≈
２ｈ
ｌ( )

２

如 ｌ ＝ １０（２ｈ），则此比值为 １ ／ １００，所以当 ２ｈ＜＜ｌ 时，梁的挠度主要由于弯曲所引
起。由此可见，在材料力学中所得到的结果，对于细长梁是足够精确的。

应当指出，在高而短的梁中，以及在梁的高频振动和在波的传播问题中，剪
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力效应是非常重要的。

例 ６－１　 求图 ６－４ 中受均布荷载作用的简支梁的应力分布与中点位移（不
计体力）。

图 ６－４

解：

１）取应力函数

φ ｆ ＝ Ｃ１ｘ
２ ＋ Ｃ２ｘ

２ｙ ＋ Ｃ３ｙ
３ ＋ Ｃ４ ｘ

２ｙ３ －
ｙ５

５( ) （ａ）

容易证明 φ ｆ满足双调和方程。
２）由边界条件确定各常数。边界条件为

（τ ｘｙ）ｙ ＝ ±ｈ ＝ ０ （ｂ）

（σ ｙ）ｙ ＝ － ｈ ＝ － ｑ （ｃ）

（σ ｙ）ｙ ＝ ｈ ＝ ０ （ｄ）
在 ｘ ＝ ±ｌ 处，用圣维南原理，得

δ∫
ｈ

－ ｈ
σ ｘｄｙ ＝ ０ （ｅ）

δ∫
ｈ

－ ｈ
τ ｘｙｄｙ ＝ ± ｑｌδ （ｆ）

δ∫
ｈ

－ ｈ
σ ｘ ｙｄｙ ＝ ０ （ｇ）

根据以上条件，得

Ｃ２ ＋ ３Ｃ４ｈ
２ ＝ ０

２（Ｃ１ ＋ Ｃ２ｈ ＋ Ｃ４ｈ
３
）＝ ０

２（Ｃ１ － Ｃ２ｈ － Ｃ４ｈ
３
）＝ － ｑ

Ｃ３ ＋ Ｃ４ ｌ
２ － ２
５
Ｃ４ｈ

２ ＝ ０

４（Ｃ２ｈ ＋ Ｃ４ｈ
３
）＝ ｑ

上式分两组求解后，得

φ ｆ ＝ ｑ －
ｘ２

４
＋ ３
８
ｘ２ｙ
ｈ
＋ ｙ

３

８ｈ３
ｌ２ －

２
５
ｈ２( ) － １８ｈ３ ｘ２ｙ３ － １５ ｙ５( )[ ] （ｈ）
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　 　 ３）求应力分量

σ ｘ ＝
ｑδ
２Ｉ
（ｌ２ － ｘ２）ｙ ＋ ２ｙ

ｙ２

３
－ ｈ

２

５( )[ ] （ｉ）

σ ｙ ＝ －
ｑδ
２Ｉ
ｙ３

３
－ ｈ２ｙ ＋

２
３
ｈ３( ) （ｊ）

τ ｘｙ ＝ －
ｑδ
２Ｉ
ｈ２ － ｙ２( ) ｘ （ｋ）

其中 Ｉ ＝
２
３
δｈ３。与材料力学中的结果相比较，在式（ｈ）的等号右边多出了第二

项，此项与 ｘ 无关，在 ｈ ＝ ｌ ／ １０ 时，这项仅为全部 σ ｘ 的 １ ／ １ ５００。由上式看出，在

两端面（ｘ ＝ ±ｌ）上，有 σ ｘ ＝
ｑδｙ
Ｉ
ｙ２

３
－
ｈ２

５( ) 存在，这显然与原题意不符，但在两端面的
这些力的合力和合力偶都等于零。于是，根据圣维南原理，除端部附近以外，对

全梁来说，此解是准确的。

４）用所求得之应力，并依本节所述的方法求 ｙ ＝ ０ 处的位移 ｖ０，为

ｖ０ ＝
ｑδ
２ＥＩ

ｘ４

１２
－ ｌ

２ｘ２

２
－
４
５
＋ ν
２( ) ｈ２ｘ２ ＋ ５ｌ

４

１２
＋
４
５
＋ ν
２( ) ｈ２ ｌ２[ ]

曲率为

ｄ２ ｖ０
ｄｘ２

＝ － ｑδ
ＥＩ
ｌ２ － ｘ２

２
＋
４
５
＋ ν
２( ) ｈ２[ ]

上式方括号中的第二项为材料力学结果的修正项。

四、关于艾里应力函数

通过以上例题和讨论，可以看出用应力函数方法解平面问题借助于逆解法

和半逆解法是很方便的。它把解一组微分方程的问题，归结为求解只含 １ 个未
知函数 φ ｆ的四阶偏微分方程，且在无体力的情况下为一个双调和方程，解出 φ ｆ
后就能求得面内的应力分量，所以是解平面问题常用的方法。我们应该对它有

更多的认识。下面指出几点主要特性：①

（１）用艾里应力函数法解平面问题只限于力边界或可以化为力边界的混合
边界问题。

（２）体力是有势的情况（或无体力及常体力情况）方可用这种方法。
（３）艾里应力函数的单值条件是：作用于物体周边上的全部外力构成自平
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① 证明可见有关文献，例如参考文献［１４］。



衡力系。

（４）艾里应力函数可确定到只差一个线性函数的程度。
现在以多项式为例，讨论如何选取应力函数 φ ｆ：
（１）取一次多项式 φ ｆ ＝ ａ０ ＋ａ１ｘ＋ｂ１ｙ，则显然不论系数的取值如何，均能满足

式（６－１６），且对应于无应力状态。
（２）取二次多项式 φ ｆ ＝ ａ２ｘ

２ ＋ｂ２ｘｙ＋ｃ２ｙ
２
，则同样地不论系数如何，均能满足

式（６－１６），且对应的应力分量均为常数，这显然是一种均匀应力状态。　 　 　
（３）取三次多项式 φ ｆ ＝ ａ３ｘ

３ ＋ｂ３ｘ
２ｙ＋ｃ３ｘｙ

２ ＋ｄ３ｙ
３
，则不论系数如何，式（６－１６）

仍然能满足，此时，若令部分常数为零，则可以考察每个常数所对应的边界应力

状态，这样便可以帮助选取应力函数的形式。

（４）取四次及四次以上的多项式，就要考虑，欲让式（６－１６）得到满足，就要
让各系数满足一定的关系式，进一步考察它们所对应的边界应力状态是否是我

们所需要的。

上述例子给出了这种考虑问题的方法。此外，艾里应力函数还可以取其他

形式，例如以下介绍的三角级数形式和复变函数形式等。

§ ６－４　 三角级数形式的弹性平面问题解答　 深梁问题

矩形截面梁，在受连续分布荷载作用的情况下，应力函数取多项式的形式来

解题是方便的。如果情况比较复杂，特别是荷载不连续时，则应采用三角级数形

式的应力函数。现在就以图 ６－５ 所示的梁为例来讨论弹性平面问题的三角级
数解答。现在用逆解法，取应力函数为

图 ６－５
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φ ｆ ＝ ｆ（ｙ）ｓｉｎ
ｎπｘ
ｌ

（６－２４）

其中 ｎ 为任意整数，２ｌ 为梁的长度。
若应力函数 φ ｆ满足双调和方程

４φ ｆ
ｘ４

＋ ２
４φ ｆ
ｘ２ｙ２

＋
４φ ｆ
ｙ４

＝ ０

并令 α ＝
ｎπ
ｌ
，则得下列式（６－２５）所示的 ｆ（ｙ）的常微分方程。实际上有

φ ｆ ＝ ｆ（ｙ）ｓｉｎ αｘ

４φ ｆ
ｘ４

＝ α４ ｆ（ｙ）ｓｉｎ αｘ

４φ ｆ
ｘ２ｙ２

＝ － α２ ｆ″（ｙ）ｓｉｎ αｘ

４φ ｆ
ｙ４

＝ ｆ（４）（ｙ）ｓｉｎ αｘ

于是，得

ｆ（４）（ｙ）－ ２α２ ｆ″（ｙ）＋ α４ ｆ（ｙ）＝ ０ （６－２５）
这一常系数线性微分方程的通解，可用双曲线函数表示为

ｆ（ｙ）＝ Ｃ１ ｃｈ αｙ＋Ｃ２ ｓｈ αｙ＋Ｃ３ｙ ｃｈ αｙ＋Ｃ４ｙ ｓｈ αｙ （６－２６）
将此式代入式（６－２４），得应力函数为

φ ｆ ＝ （Ｃ１ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ２ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ３ｙ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ４ｙ ｓｈ αｙ）ｓｉｎ αｘ （６－２７）
相应的应力分量为

σ ｘ ＝
２φ ｆ
ｙ２

＝ ｓｉｎ αｘ［Ｃ１α
２ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ２α

２ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ３α（２ ｓｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 αｙ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ４α（２ ｃｈ αｙ ＋ αｙ ｓｈ αｙ）］

σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２

＝ － α２ ｓｉｎ αｘ（Ｃ１ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ２ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ３ｙ ｃｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 Ｃ４ｙ ｓｈ αｙ）

τ ｘｙ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ

＝ － αｃｏｓ αｘ［Ｃ１α ｓｈ αｙ ＋ Ｃ２α ｃｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 Ｃ３（ｃｈ αｙ ＋ αｙ ｓｈ αｙ）＋ Ｃ４（ｓｈ αｙ ＋ αｙ ｃｈ αｙ）］





















（６－２８）
不难证明，如取应力函数
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φ ｆ ＝ ｃｏｓ αｘ（Ｃ５ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ６ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ７ｙ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ８ｙ ｃｈ αｙ） （６ － ２９）
也能满足双调和方程。此外，因 ｎ 为任意整数，因而可得无穷多的特解。这样，
应力函数可写为下列无穷级数的形式

φ ｆ ＝
∞

ｎ ＝ １
ｓｉｎ αｘ（Ｃ１ｎ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ２ｎ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ３ｎ ｙ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ４ｎ ｙ ｃｈ αｙ）＋

　 　 
∞

ｎ ＝ １
ｃｏｓ αｘ（Ｃ５ｎ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ６ｎ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ７ｎ ｙ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ８ｎ ｙ ｃｈ αｙ）

（６－３０）

上式（６－３０）中的系数 Ｃｉｎ（ｉ ＝ １，２，…，８）应根据边界条件来确定。这时应力边界
条件也应展为无穷级数的形式

ｑ（ｘ）＝ Ａ０ ＋
∞

ｎ ＝ １
Ａｎ ｃｏｓ αｘ ＋

∞

ｎ ＝ １
Ｂｎ ｓｉｎ αｘ （６－３１）

　 　 由数学分析可知，某一在区域［－ ｌ，ｌ］上的函数展成傅里叶（Ｆｏｕｒｉｅｒ，


Ｊ．Ｂ． Ｊ．）


级数


式（６－３１）时，其系数（称为傅里叶系数）为

Ａ０ ＝
１
２ｌ∫

＋ ｌ

－ ｌ
ｑ（ｘ）ｄｘ

Ａｎ ＝
１
ｌ ∫

＋ ｌ

－ ｌ
ｑ（ｘ）ｃｏｓ

ｎπｘ
ｌ
ｄｘ

Ｂｎ ＝
１
ｌ ∫

＋ ｌ

－ ｌ
ｑ（ｘ）ｓｉｎ

ｎπｘ
ｌ
ｄｘ















（６－３２）

　 　 对于在梁的上下边界有宽度为 ２ａ 的均布荷载 ｑ１ 作用时（图 ６－５ｂ），傅里叶
系数

Ａ０ ＝
１
２ｌ∫

＋ ｌ

－ ｌ
ｑ（ｘ）ｄｘ ＝

ｑ１
２ｌ∫

＋ ａ

－ ａ
ｄｘ ＝

ｑ１ａ
ｌ

Ａｎ ＝
１
ｌ ∫

＋ ｌ

－ ｌ
ｑ（ｘ）ｃｏｓ αｘｄｘ ＝

２ｑ１
α ｌ
ｓｉｎ αａ

Ｂｎ ＝
１
ｌ ∫

＋ ｌ

－ ｌ
ｑ（ｘ）ｓｉｎ αｘｄｘ ＝

ｑ１
ｌ ∫

＋ ａ

－ ａ
ｓｉｎ αｘｄｘ ＝ ０

这样，对于上边界有

ｑ（ｘ）＝ ２ｑ１
ａ
２ｌ
＋

∞

ｎ ＝ １

ｓｉｎ αａ
α ｌ
ｃｏｓ αｘ( ) （６－３３）

对于下边界也得同样的表达式。

现在研究有足够多跨的连续墙梁的弹性分析。所谓墙梁


是指，高度与跨度

相近的一类墙板结构。荷载的作用只在板面以内（图 ６－６），墙梁是深梁的一种。
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设梁的高度为 ｈ，跨度为 ２ｌ，梁的上边界有均布荷载 ｑ 作用，忽略边跨效应，
取中间某一跨为代表来讨论，如图 ６－６ 所示。

图 ６－６

墙梁的支座往往是一系列的柱，

现在将其反力均简化为集中力。在

上述情况下为 ２ｑｌ。
现在考虑用三角级数形式的应

力函数来求解，步骤如下：

（１）选取应力函数
因正弦函数项是反对称函数

［ｓｉｎ（－ｘ）＝ －ｓｉｎ ｘ］，而 σ ｘ，σ ｙ 应对 ｙ
轴为对称，故应力函数应取只包含余

弦函数项的级数。此外，从以后的分析可知，仅有三角级数尚难满足全部边界条

件，应补充二次多项式，于是应力函数取下列形式：

φ ｆ ＝
∞

ｎ ＝ １
ｃｏｓ αｘ（Ｃ１ｎ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ２ｎ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ３ｎ ｙ ｓｈ αｙ ＋

　 　 Ｃ４ｎ ｙ ｃｈ αｙ）＋ Ｄ１ｘ
２ ＋ Ｄ２ｘｙ ＋ Ｄ３ｙ

２
（６－３４）

此处 α ＝ ｎπ ／ ｌ，Ｄｉ 为常数。
应当指出，由于 ｃｏｓ α（ｘ＋２ｌ）＝ ｃｏｓ αｘ，故所研究的中间任一跨具有代表性，

它和下一跨有相同的条件。

（２）计算应力分量

σ ｘ ＝
２φ ｆ
ｙ２

＝
∞

ｎ ＝ １
ｃｏｓ αｘ［α ２（Ｃ１ｎ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ２ｎｃｈ αｙ ＋ Ｃ３ｎ ｙ ｓｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 　 Ｃ４ｎ ｙ ｃｈ αｙ）＋ ２α（Ｃ３ｎｃｈ αｙ ＋ Ｃ４ｎ ｓｈ αｙ）］＋ ２Ｄ３

σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２

＝ －
∞

ｎ ＝ １
α ２ ｃｏｓ αｘ（Ｃ１ｎ ｓｈ αｙ ＋ Ｃ２ｎ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ３ｎ ｙｓｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 Ｃ４ｎ ｙ ｃｈ αｙ）＋ ２Ｄ１

τ ｘｙ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ

＝
∞

ｎ ＝ １
α ｓｉｎ αｘ［α（Ｃ１ｎｃｈ αｙ ＋ Ｃ２ｎ ｓｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 　 　 Ｃ３ｎ ｙ ｃｈ αｙ ＋ Ｃ４ｎ ｙ ｓｈ αｙ）＋ Ｃ３ｎ ｓｈ αｙ ＋

　 　 　 　 　 　 　 Ｃ４ｎ ｃｈ αｙ］－ Ｄ２























（６－３５）
切应力分量 τ ｘｙ应为反对称，故应有

Ｄ２ ＝ ０
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（３）写出边界条件与平衡条件
① 当 ｘ ＝ ０，ｘ ＝ ｌ 时，τ ｘｙ ＝ ０；

② ∫
ｌ

０
σ ｙｄｘ ＝ － ｑｌ （任一水平截面沿 ｙ 方向的平衡方程）；

③ 当 ｙ ＝ ０ 时，τ ｘｙ ＝ ０，σ ｙ ＝ ０（支承处除外）；
④ 当 ｙ ＝ ｈ 时，τ ｘｙ ＝ ０，σ ｙ ＝ －ｑ；

⑤ 对任意竖向截面有 ∫
ｈ

０
σ ｘｄｙ ＝ ０。

（４）确定常数，求应力分布规律
以上共 ８ 个条件，不难得到

Ｄ１ ＝ －
ｑ
２
，　 Ｄ２ ＝ ０，　 Ｄ３ ＝ ０

Ｃ１ｎ ＝ －
２ｑ
α２
αｈ＋ｓｈ αｈ ｃｈ αｈ

ｓｈ２αｈ
≈－
２ｑ
α２

Ｃ２ｎ ＝
２ｑ
α２

Ｃ３ｎ ＝ －
２ｑ
α

ｓｈ２ αｈ
ｓｈ２ αｈ－α２ｈ２

≈－
２ｑ
α

Ｃ４ｎ ＝
２ｑ
α
ｈ＋ｓｈ αｈ ｃｈ αｈ
ｓｈ２ αｈ－α２ｈ２

≈
２ｑ
α

将以上常数代入式（６－３５），并注意到
ｃｈ αｙ－ｓｈ αｙ ＝ ｅ－αｙ

得

σ ｘ ＝ － ２ｑ
∞

ｎ ＝ １
ｃｏｓ αｘ（１ － αｙ）ｅ －αｙ

σ ｙ ＝ － ２ｑ
∞

ｎ ＝ １
ｃｏｓ αｘ（１ ＋ αｙ）ｅ －αｙ － ｑ

τ ｘｙ ＝ － ２ｑ
∞

ｎ ＝ １
ｓｉｎ αｘ（αｙ）ｅ －αｙ













（６－３６）

各应力分量的分布规律如图 ６－７ 所示。
（５）求位移分量
将所得各应力分量的表达式代入下式

ｕ
ｘ
＝ ε ｘ ＝

１
Ｅ
（σ ｘ － νσ ｙ）

ｖ
ｙ
＝ ε ｙ ＝

１
Ｅ
（σ ｙ － νσ ｘ）
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［标注 ６－１：

关于图 ６－７

的说明］



图 ６－７

之后积分，可得各位移分量 ｕ 和 ｖ。

§ ６－５　 用极坐标表示的基本方程

　 　 在解某些工程问题时，采用极坐标是很方便的。例如厚（薄）壁筒，圆弧形
曲梁、圆盘、弹性半无限体边界受集中力作用等问题。以下给出极坐标的有关

公式。

极坐标系与直角坐标系之间的关系（图 ６－８）为
ｘ ＝ ρ ｃｏｓ φ
ｙ ＝ ρ ｓｉｎ φ} （６－３７）

ρ２ ＝ ｘ２ ＋ ｙ２

φ ＝ ａｒｃｔａｎ
ｙ
ｘ } （６－３８）

一、平衡方程

考虑单位厚度的微小单元 ａｂｃｄ，其中在 ρ，φ 方向的体力分量分别为 Ｆ ρ，Ｆφ，

于是由径向力的平衡（图 ６－９），得

σρ＋
σρ
ρ
ｄρ( ) （ρ＋ｄρ）ｄφ－σρρ ｄφ－ σφ＋σφφ ｄφ( ) ｄρ ｓｉｎ ｄφ２ －σφｄρ ｓｉｎ ｄφ２ ＋
τρφ＋
τρφ
φ
ｄφ( ) ｄρ ｃｏｓ ｄφ２ －τρφｄρ ｃｏｓ ｄφ２ ＋Ｆ ｂρ ρｄρｄφ ＝ ０

由于 ｄφ 是个小量，故 ｓｉｎ
ｄφ
２
及 ｃｏｓ

ｄφ
２
分别可用

ｄφ
２
和 １ 来代替，略去高次项，并
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以类似的步骤对周向列平衡方程，整理后可得

图 ６－８ 图 ６－９

σρ
ρ
＋ １
ρ
τρφ
φ
＋
σρ － σφ
ρ

＋ Ｆ ｂρ ＝ ０

１
ρ
σφ
φ
＋
τρφ
ρ
＋
２τρφ
ρ
＋ Ｆ ｂφ ＝ ０











（６－３９）

　 　 在不计体力时，由极坐标与直角坐标的关系，可导出平衡方程（６－３９）用应
力函数 φ ｆ（ρ，φ）表示的应力分量 σρ，σφ，τρφ为

σρ ＝
１
ρ
φ ｆ
ρ
＋ １
ρ２
２φ ｆ
φ２

σφ ＝
２φ ｆ
ρ２

τρφ ＝ τρφ ＝
１
ρ２
φ ｆ
φ
－ １
ρ
２φ ｆ
ρφ

＝ － 
ρ
１
ρ
φ ｆ
φ( )















（６－４０）

图 ６－１０

二、应变位移关系

现在考虑微小单元 ＡＢＣＤ 的变形，将

ρ，φ 方向的位移分别记作 ｕ 和 ｖ，图 ６－１０
中的微小扇形单元 ＡＢＣＤ 为变形前的状
态，虚线 Ａ′Ｂ′Ｃ′Ｄ′为变形后的状态。各点
的位移可以分解为径向与周向两个矢量，

例如ＡＡ′
→
，可分解为ＡＡ″

→
和Ａ″Ａ′

→
，余类同。图

中 ＡＢ ＝ ｄρ，ＯＡ′的延长线交 Ｂ″Ｂ′于 Ｆ，Ａ′Ｅ
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为 Ａ″Ｂ″的平行线。半径为 ＯＡ′的圆弧交 ＯＤ″于 Ｇ，且交 Ｃ′Ｄ′的延长线于 Ｈ。

可见，ＨＡ′Ｆ ＝π ／ ２；Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ 各点之位移为 ＡＡ′
→
＝ ＡＡ″
→
＋ Ａ″Ａ′
→
，ＢＢ′
→
＝ ＢＢ″
→
＋

Ｂ″Ｂ′
→
，…。考虑到 ｄφ 为一小量，由此可得各应变分量为

ερ ＝
Ａ′Ｂ′ － ＡＢ
ＡＢ

≈
ＢＢ″ － ＡＡ″
ＡＢ

＝
ｕ ＋
ｕ
ρ
ｄρ － ｕ

ｄρ
＝ ｕ
ρ

εφ ＝
Ａ′Ｄ′ － ＡＤ
ＡＤ

≈
Ｄ′Ｄ″ ＋ ＧＡ″ － Ａ′Ａ″ － ＡＤ

ＡＤ

＝
ｖ ＋
ｖ
φ
ｄφ ＋ （ρ ＋ ｕ）ｄφ － ｖ － ρｄφ

ρ ｄφ
＝ ｖ
ρφ

＋ ｕ
ρ

γρφ ＝ γ１ ＋ γ２ ＝ ∠Ｂ′Ａ′Ｆ ＋ ∠Ｄ′Ａ′Ｈ

≈
Ｂ′Ｅ － ＥＦ
Ａ″Ｂ″

＋ Ｄ′Ｈ
Ａ′Ｈ

＝ Ｂ′Ｅ
Ａ″Ｂ″

－ Ａ″Ａ′
ＯＡ″

＋ ＤＤ″
－ ＡＡ″
Ａ′Ｈ

＝

ｖ
ρ
ｄρ

ｄρ ＋
ｕ
ρ
ｄρ
－ ｖ
ρ ＋ ｕ

＋
ｕ ＋
ｕ
φ
ｄφ － ｕ

ρｄφ ＋
ｖ
φ
ｄφ

＝ ｖ
ρ
－ ｖ
ρ
＋ ｕ
ρφ

于是有

ερ ＝
ｕ
ρ

（６－４１）

εφ ＝
ｖ
ρφ

＋ ｕ
ρ

（６－４２）

γρφ ＝
ｖ
ρ
－ ｖ
ρ
＋ ｕ
ρφ

（６－４３）

式（６－４１）～式（６－４３）即为用极坐标表示的应变位移关系式。

三、胡克定律

用极坐标表示的胡克定律与用直角坐标表示时形式不变，因局部一点的 ρ，

φ 坐标仍是一个直角坐标系。而只须将直角坐标系公式中的 ｘ，ｙ 分别换为 ρ，φ，
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［标注 ６－２：

最大切应力

线微分方程

的建立］



于是：

对于平面应力情况为

ερ ＝
１
Ｅ
（σρ－νσφ）

εφ ＝
１
Ｅ
（σφ－νσρ）

γρφ ＝
１
Ｇ
τρφ















（６－４４）

对于平面应变情况为

ερ ＝
１＋ν
Ｅ
［（１－ν）σρ－νσφ］

εφ ＝
１＋ν
Ｅ
［（１－ν）σφ－νσρ］

γρφ ＝
１
Ｇ
τρφ















（６－４５）

四、应变协调方程

采用导出直角坐标系应变协调方程的方法，不难导出以极坐标表示的方程为

２εφ
ρ２
＋
１
ρ２
２ερ
φ２
＋
２
ρ
εφ
ρ
－
１
ρ
ερ
ρ

＝
１
ρ
２γρφ
ρφ

＋
１
ρ２
γρφ
φ

（６－４６）

在轴对称情况（物体和外荷载都有垂直于平面的共同轴线，此时各量均与 φ
无关，故称为轴对称），不计体力时，通过胡克定律，将式（６－４６）写成以应力表示
的应变协调方程为

２
（σρ＋σφ）＝

ｄ２（σρ＋σφ）

ｄρ２
＋
１
ρ

ｄ（σρ＋σφ）
ｄρ

＝ ０ （６－４７）

在用应力函数求解时，应将应变协调方程用应力函数表示，为此，须将
２φ ｆ
ｘ２

和

２φ ｆ
ｙ２
改用 ρ，φ 表示。根据式（６－１５）可导出拉普拉斯算子为

２φ ｆ ＝
２φ ｆ
ｘ２

＋
２φ ｆ
ｙ２
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＝
２φ ｆ
ρ２

＋ １
ρ
φ ｆ
ρ
＋ １
ρ２
２φ ｆ
φ２

（６－４８）

于是，极坐标表示的应变协调方程为

４φ ｆ ＝
２

ρ２
＋ １
ρ

ρ
＋ １
ρ２
２

φ２( )· 　 　 　 　
２φ ｆ
ρ２

＋ １
ρ
φ ｆ
ρ
＋ １
ρ２
２φ ｆ
φ２( ) ＝ ０ （６－４９）

　 　 有了以上基本方程，便可按下列步骤求解边值问题：
（１）确定体力与面力；
（２）写出边界条件；
（３）选择解题方法；
（４）解方程（满足边界条件）；
（５）校核（代回基本方程和边界条件）。

图 ６－１１

§ ６－６　 厚壁筒问题

作为用极坐标解弹性力学问题的第一个例

子，我们讨论一类最简单的问题，即应力和应变只

与一个坐标有关，可以得到封闭形式的解答。本

节讨论的受内外压力作用的厚壁筒


，属于这类问

题。此外还有整球形容器等。

现在研究受内压 ｐ１ 和外压 ｐ２ 作用的厚壁圆
筒（图 ６－１１）。圆筒的内径为 ２ａ，外径为 ２ｂ。设
圆筒的长度比起圆筒的直径来说足够大，以至可

以认为离两端足够远处的应力和应变分布沿筒长

方向没有差异。由对称性可知，原来的任一横截

面变形后仍保持平面（图 ６－１１）。因而，应力与应
变分布对称于圆筒的中心轴线。如取图 ６－１１ 所
示的坐标，则 Ｏｚ 为对称轴。每一点的位移将只有
ρ 方向的分量 ｕ 和 ｚ 方向的分量 ｗ，即 ｕ，ｗ 均与 φ
无关。由于，垂直于 Οｚ 轴的平面变形后仍为平
面，沿圆筒长度一样，故知 ｕ 只依赖于 ρ，ｗ 只依赖
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于 ｚ，于是各应变分量由式（６－４１）～（６－４３），得

ερ ＝
ｄｕ
ｄρ

εφ ＝
ｕ
ρ

γρφ ＝ γφｚ ＝ γρｚ ＝ ０













（６－５０）

及

ε ｚ ＝
ｄｗ
ｄｚ

由此，相对体积变形 ｅ 为

ｅ ＝ ερ＋εφ＋ε ｚ ＝
ｄｕ
ｄρ
＋
ｕ
ρ
＋
ｄｗ
ｄｚ

（６－５１）

将应变位移关系式代入广义胡克定律，得

σρ ＝ ２Ｇ ερ ＋
ν

１ － ２ν
ｅ( )

　 ＝
２Ｇ（１ － ν）
１ － ２ν

ｄｕ ρ
ｄρ
＋ ν
１ － ν

ｕ
ρ
＋ ν
１ － ν

ｄｗ
ｄｚ( )

σφ ＝ ２Ｇ εφ ＋
ν

１ － ２ν
ｅ( )

　 ＝
２Ｇ（１ － ν）
１ － ２ν

ｕ ρ
ρ
＋ ν
１ － ν

ｄｕ
ｄρ
＋ ν
１ － ν

ｄｗ
ｄｚ( )

σ ｚ ＝ ２Ｇ ε ｚ ＋
ν

１ － ２ν
ｅ( )

　 ＝
２Ｇ（１ － ν）
１ － ２ν

ｄｗ
ｄｚ
＋ ν
１ － ν

ｕ
ρ
＋ ν
１ － ν

ｄｕ
ｄρ( )

τρφ ＝ τφｚ ＝ τρｚ ＝ ０

























（６－５２）

　 　 假定体力略去不计，则平衡方程（６－３９）化为
σρ
ρ
＋
σρ－σφ
ρ
＝ ０ （６－５３）

图 ６－１２

如对任一微小楔形六面体单元列出 ｚ 方向的平
衡条件（图 ６－１２），则由于 τρｚ ＝ τφｚ ＝ ０，可得

σ ｚ
ｚ
＝ ０ （６－５４）

将式（６ － ５２）中的 σ ｚ 的表达式代入式（６ －
５４），得
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ｄ２ｗ
ｄｚ２
＝ ０ （６－５５）

于是得 ε ｚ ＝
ｄｗ
ｄｚ
＝常数 （６－５６）

将式（６－５２）代入式（６－５３），化简后可得
ｄ２ｕ
ｄρ２
＋ １
ρ
ｄｕ
ｄρ
－ ｕ
ρ２
＝ ０ （６－５７）

式（６－５７）为欧拉二阶齐次微分方程，其特解为
ｕ ＝ ρｎ （６－５８）

将式（６－５８）代入式（６－５７），并除以 ρｎ－２后，得特征方程
ｎ２ － １ ＝ ０ （６－５９）

方程（６－５９）的根为
ｎ１ ＝ １，　 ｎ２ ＝ － １

其相应的特解为 ρ 和
１
ρ
，而其通解应为这 ２ 个特解的线性组合，即

ｕ ＝ Ｃ１ρ ＋ Ｃ２
１
ρ

（６－６０）

将此结果代入式（６－５２），得各应力分量为

σρ ＝
２Ｇ
１ － ２ν

（Ｃ１ ＋ νε ｚ）－ ２ＧＣ２
１
ρ２
＝ Ａ － Ｂ

１
ρ２

σφ ＝
２Ｇ
１ － ２ν

（Ｃ１ ＋ νε ｚ）＋ ２ＧＣ２
１
ρ２
＝ Ａ ＋ Ｂ

１
ρ２

σ ｚ ＝
４ＧνＣ１
１ － ２ν

ε ｚ ＋
２Ｇ（１ － ν）
１ － ２ν

ε ｚ

其中 Ａ ＝
２Ｇ
１ － ２ν

（Ｃ１ ＋ νε ｚ），Ｂ ＝ ２ＧＣ２，均为常数，应由边界条件来确定。因 σ ｚ 为

一常数，故所得结果在圆筒两端也是均匀拉力（或压力）时是精确的。

现在考虑自由端的情况。此时，边界条件为：

当 ρ ＝ ａ 时，σρ ＝ －ｐ１
当 ρ ＝ ｂ 时，σρ ＝ －ｐ２ （６－６１）

用以上条件，求出之后可得下列弹性解（称为拉梅解答）的公式
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σρ ＝
ｐ１ａ

２ － ｐ２ｂ
２

ｂ２ － ａ２
－
（ｐ１ － ｐ２）ａ

２ｂ２

（ｂ２ － ａ２）ρ２

σφ ＝
ｐ１ａ

２ － ｐ２ｂ
２

ｂ２ － ａ２
＋
（ｐ１ － ｐ２）ａ

２ｂ２

（ｂ２ － ａ２）ρ２

τρφ ＝ τφρ ＝ ０













（６－６２）

当 ρ ＝ ａ 时，即在筒内侧，有
σρ ＝ － ｐ１

σφ ＝
ａ２ ＋ ｂ２

ｂ２ － ａ２
ｐ１ －

２ｂ２ｐ２
ｂ２ － ａ２

} （６－６３）

图 ６－１３

当 ρ ＝ ｂ 时，即在筒外侧，有
σρ ＝ －ｐ２

σφ ＝
２ａ２ｐ１
ｂ２ －ａ２

－
（ｂ２ ＋ａ２）ｐ２
ｂ２ －ａ２

} （６－６４）

如外侧压力为零，即 ｐ２ ＝ ０，则化为

σρ ＝
ｐ１ａ

２

ｂ２ －ａ２
－
ｐ１ａ

２ｂ２

（ｂ２ －ａ２）ρ２

σφ ＝
ｐ１ａ

２

ｂ２ －ａ２
＋
ｐ１ａ

２ｂ２

（ｂ２ －ａ２）ρ２











（６－６５）

应力分布情况如图 ６－１３ 所示。
最大值发生在内侧 ρ ＝ ａ 处，其值为

［σφ］ｍａｘ ＝
ｐ（ａ２ ＋ ｂ２）
ｂ２ － ａ２

（６－６６）

§ ６－７　 半无限平面体问题

当建筑物地基土体作为弹性体考虑时，地表面受带状荷载作用的问题，可化

为弹性半平面受垂直荷载作用的问题。此外，大尺寸薄板边界受作用于板的中

面并平行于板面的外力作用时也是这类问题。不过前者为平面应变问题；后者

为平面应力问题。以下按平面应力的情况来讨论，最后将说明，所得结果对于平

面应变情况的应力分量部分仍然适用，位移与应变部分只需更换一下弹性常数。
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一、楔形尖顶承受集中荷载

下面首先考虑图 ６－１４ 所示三角形截面的长柱体在顶端受荷载作用时的应
力分布。在这里，用应力函数法求解时，遇到的第一个问题是应力函数如何取

法。楔形体内的应力一定与 α，φ，ρ，Ｆ 有关，这样可由量纲分析知，应力分量的
量纲为 Ｌ－１ＭＴ－２，Ｆ 的量纲为 ＭＴ－２，故应力分量的表达式的量纲应取为 Ｆ ／ ρ 量纲

图 ６－１４

的形式，因此，由式（６－４０）看出应力函数 φ ｆ的幂次应比应
力分量的幂次高两次。于是，取应力函数为

φ ｆ ＝ Ａρφ ｓｉｎ φ
其中 Ａ 为常数，则由式（６－４０），得

σρ ＝
１
ρ
φ ｆ
ρ
＋ １
ρ２
２φ ｆ
φ２

＝ ２Ａ
ρ
ｃｏｓ φ

σφ ＝
２φ ｆ
ρ２

＝ ０

τρφ ＝ －

ρ
１
ρ
φ ｆ
φ( ) ＝ ０

这一应力状态，显然可以满足在楔形体的外缘斜边上无外力作用的边界条件。

现在确定常数 Ａ。为此，取一半径为 ρ 的弧形面 ａａ，其上的分布应力（如图
６－１４ 所示）的合力应与 Ｆ 力相平衡，由此条件，得

∫
α

－α
σρρ ｃｏｓ φ ｄφ ＝ Ｆ

代入 σρ 积分，得

２Ａ ＝ －
Ｆ

α ＋
１
２
ｓｉｎ ２α

及

σρ ＝ －
Ｆ

α ＋
１
２
ｓｉｎ ２α

·
１
ρ
ｃｏｓ φ

σφ ＝ τρφ ＝ τφρ ＝ ０










（６－６７）

在上式中，ρ→０ 时，σρ→∞。这就是说，在荷载 Ｆ 的作用点处应力是无穷大，即
解答是不适用的。如果外力不是作用在顶点一个点上，而是按式（６－６７）的规
律，分布在一个小圆弧形面积上，则上面的解为该问题的精确解，否则根据圣维

南原理除掉在作用点附近的一个小扇形，所得解答仍然是足够精确的。
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二、弹性半平面承受集中荷载

在上述问题中，如令 α ＝π ／ ２，则得在弹性半平面边界上有集中荷载作用的

图 ６－１５

问题（图 ６－１５）的解答。这就是本节所要
讨论的问题。

将 π ／ ２ 代入式（６－６７），得

σρ ＝ －
２Ｆ
π
·
ｃｏｓ φ
ρ

σφ ＝ τρφ ＝ ０
} （６－６８）

　 　 下面给出该应力场的特征：
（１）由式（６－６８）知，σρ 为主应力，并

指向 Ｏ 点，其大小随 φ 角的变化而变化。
（２）在直径为 ｈ，圆心在 Ｏｘ 上且圆弧与 ｙ 轴相切于 Ｏ 点的圆上（图 ６－１５）

任一点都有 ρ ／ ｃｏｓ φ ＝ ｈ，所以在此圆周上各点正应力 σρ 均为

σρ ＝ －
２Ｆ
πｈ

（６－６９）

这就是说，除荷载作用点以外，此圆上各点的应力和 σρ 相等，即此圆为等径向应
力轨迹，通常称为压力泡


。又因此圆上 τｍａｘ ＝σρ ／ ２ ＝常数，故称等色线

（因在光弹

性试验中等切应力线的颜色相同而得名）（图 ６－１６ａ）。
（３）主应力轨迹为一组同心圆和以 Ｏ 为中心的放射线（图 ６－１６ｂ）。
（４）最大切应力轨迹为一组与主应力轨迹成 ４５°的两组曲线（图 ６－１６ｃ）。

最大切应力轨迹


为对数螺线


。

图 ６－１６

实际上，任一点的最大切应力均与主应力轨迹成 ４５°，由此可建立微分方

程，
ρ ｄφ
ｄρ
＝ ｔａｎ

π
４
＝ １，积分后得 ρ ＝ ｃｅφ，因而，最大切应力轨迹是一族对数螺线。
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［标注 ６－３：

用量纲分析法

假设应力函数

的过程］



上述用极坐标系表示的各应力分量式（６－６８），不难转变到直角坐标系上
去。实际上，由图 ６－１７，得

图 ６－１７

σ ｘ ＝σρ ｃｏｓ
２ φ ＝ －

２Ｆｃｏｓ３ φ
πρ

σ ｙ ＝σρ ｓｉｎ
２ φ ＝ －

２Ｆｓｉｎ２ φ ｃｏｓ φ
πρ

τ ｘｙ ＝σρ ｓｉｎ φ ｃｏｓ φ ＝ －
２Ｆｓｉｎ φ ｃｏｓ２ φ

πρ
从而可得

图 ６－１８

σ ｘ ＝ －
２Ｆ
π

ｘ３

（ｘ２ ＋ｙ２）２

σ ｙ ＝ －
２Ｆ
π

ｘｙ２

（ｘ２ ＋ｙ２）２

τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ ＝ －
２Ｆ
π

ｘ２ｙ
（ｘ２ ＋ｙ２）２















（６－７０）

由上式，可得距自由边为 ｈ 的平面上的
应力为（图 ６－１８）

σ ｘ ＝ －
２Ｆ
π

ｈ３

（ｈ２ ＋ｙ２）２

σ ｙ ＝ －
２Ｆ
π

ｈｙ２

（ｈ２ ＋ｙ２）２

τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ ＝ －
２Ｆ
π

ｈ２ｙ
（ｈ２ ＋ｙ２）２
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三、位移计算

现在来求位移分量。将广义胡克定律

ερ ＝
１
Ｅ
（σρ － νσφ）

εφ ＝
１
Ｅ
（σφ － νσρ）

γρφ ＝
２（１ ＋ ν）
Ｅ

τρφ ＝ ０















（ａ）

代入应变位移关系式，得

ερ ＝
ｕ
ρ
＝ －
２Ｆ
πＥ
ｃｏｓ φ
ρ

εφ ＝
ｕ
ρ
＋
１
ρ
ｖ
φ
＝
２νＦ
πＥ
ｃｏｓ φ
ρ

γρφ ＝
ｕ
ρφ
＋
ｖ
ρ
－
ｖ
ρ
＝ ０















（ｂ）

将式（ｂ）第一式积分，得

ｕ ＝ －
２Ｆ
πΕ
ｃｏｓ φ ｌｎ ρ＋ｆ（φ） （ｃ）

将式（ｃ）代入式（ｂ）第二式，得
ｖ
φ
＝
２νＦ
πΕ
ｃｏｓ φ＋

２Ｆ
πΕ
ｃｏｓ φ ｌｎ ρ－ｆ（φ） （ｄ）

积分上式，得

ｖ ＝
２νＦ
πＥ
ｓｉｎ φ＋

２Ｆ
πＥ
ｓｉｎ φ ｌｎ ρ － ∫ｆ（φ）ｄφ ＋ ｆ１（ρ） （ｅ）

将式（ｃ），（ｅ）代入式（ｂ）第三式，简化并乘以 ρ 后，得

ｆ１（ρ）－ρ
ｄｆ１（ρ）
ｄρ

＝
ｄｆ（φ）
ｄφ

＋　 　 　 　 　 　 　 　 　

∫ｆ（φ）ｄφ ＋ ２（１ － ν）πＥ
ｓｉｎ φ ＝ Ｊ ＝ 常数 （ｆ）

由此得下列 ２ 个方程

ｆ１（ρ）－ρ
ｄｆ１（ρ）
ｄρ

＝ Ｊ

ｄｆ（φ）
ｄφ

＋ ∫ｆ（φ）ｄφ ＋ ２（１ － ν）πＥ
Ｆ ｓｉｎ φ ＝ Ｊ











（ｇ）

８９ 　 　 第六章 　 平面问题



解微分积分方程（ｇ），得
ｆ１（ρ）＝ Ｈρ＋Ｊ　 　 　 　 　 　 　 　

ｆ（φ）＝ Ｉｓｉｎ φ＋Ｋｃｏｓ φ－
（１－ν）Ｆ
πＥ

φ ｓｉｎ φ

图 ６－１９

其中 Ｊ，Ｈ，Ｉ，Ｋ 均为任意常数，考虑到对 ｘ 轴的对称
性，有下列边界条件（图 ６－１９）：

（１）沿 ｘ 轴，ρ 为任意值时均有
（ｖ）φ ＝ ０ ＝ ０

（２）在图中 Ａ 点有
（ｕ）φ ＝ ０

ρ ＝ ｈ
＝ ０

由此得

Ｉ ＝ ０，　 Ｈ ＝ ０，　 Ｊ ＝ ０

Ｋ ＝
２Ｆ
πＥ
ｌｎ ｈ

于是得各位移分量为

ｕ ＝
２Ｆ
πＥ
ｃｏｓ φ ｌｎ

ｈ
ρ
－
（１－ν）Ｆ
πＥ

φ ｓｉｎ φ

ｖ ＝ －
２Ｆ
πＥ
ｓｉｎ φ ｌｎ

ｈ
ρ
－
（１－ν）Ｆ
πＥ

φ ｃｏｓ φ＋
（１＋ν）Ｆ
πＥ

ｓｉｎ φ










（６－７１）

由此，自由边界处的位移 ｖ 为

（－ｖ）φ ＝ π２ ＝
２Ｆ
πＥ
ｌｎ
ｈ
ρ
－
（１＋ν）Ｆ
πＥ

图 ６－２０

此处 ｖ 以沿 φ 正方向为正。
应当指出，当 ｈ→∞时，由上式（６－７１），得

（ｖ）φ ＝π ／ ２→∞，这显然是与实际不符的。为了
实际应用的目的（例如在土力学中求地基的沉


陷

），可以取自由边界上的一点作为基点（例如

图 ６－２０ 中的 Ｂ 点），求任意点 Ｍ 对该点的相
对位移 η

η ＝
２Ｆ
πＥ
ｌｎ
ｈ
ρ
－
（１＋ν）Ｆ
πＥ[ ] － ２ＦπＥｌｎ ｈｓ －（１＋ν）ＦπＥ[ ]
η ＝
２Ｆ
πＥ
ｌｎ
ｓ
ρ

（６－７２）

前面曾提到，对于平面应变问题，以上所得结果仍然适用，只须将位移分量公式
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中的 Ｅ换为
Ｅ
１－ν２
，ν应换为

１
１－ν
。例如，在平面应变情况下式（６－７２）应改写为

η ＝
２（１－ν２）Ｆ
πＥ

ｌｎ
ｓ
ρ

（６－７３）

以上结果不难用叠加原理推广到自由边有多个集中力及分布荷载作用

的情况。　 　 　 　

§ ６－８　 坝 体 应 力

现在讨论图 ６－２１ 所示的三角形坝

体在一侧受水压作用、一侧自由且下端

固定的坝内应力场问题。为方便起见，采用极坐标系Ｏρφ，而 Ｏｘｙ 坐标系如图示
情况，即 ｘ 轴与迎水面相重合。

图 ６－２１

为求坝内任一点 Ｍ 处的应力，根据量纲分析取
应力函数为

φ ｆ ＝ ρ
３
（ａ１ ｃｏｓ φ＋ｂ１ ｓｉｎ φ＋ａ３ ｃｏｓ ３φ＋ｂ３ ｓｉｎ ３φ）

（６－７４）
不难推出，上式应力函数满足双调和方程


ρ２
＋ 
ρρ
＋ 

２

ρ２φ２( )
２

φ ｆ ＝ ０ （６－７５）

设坝体材料密度为 ρ２，则其体力分量为
Ｆ ｂρ ＝ ρ２ｇｃｏｓ（φ－α）

Ｆ ｂφ ＝ －ρ２ｇｓｉｎ（φ－α）} （６－７６）

平衡方程为

σρ
ρ
＋
１
ρ
τρφ
φ
＋
σρ－σφ
ρ
＋Ｆ ｂρ ＝ ０

τρφ
ρ
＋
１
ρ
σφ
φ
＋
２τρφ
ρ
＋Ｆ ｂφ ＝ ０











（６－７７）

非齐次微分方程（６－７７）的通解等于它所对应的齐次方程的通解，与原方程
的特解相叠加。

方程（６－７７）之通解为
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［标注 ６－４：

欧拉方程的

特征根为二

重实根时通

解中对应项

的表示方法］



σρ ＝
１
ρ
φ ｆ
ρ
＋
１
ρ２
２φ ｆ
φ２

σφ ＝
２φ ｆ
ρ２

τρφ ＝ －
φ ｆ
ρ

１
ρ
φ ｆ
φ( )















（６－７８）

而另一个特解可利用观察方法求得，即为

σρ ＝σφ ＝ －ρ２ｇρｃｏｓ（φ－α）

τρφ ＝ ０ } （６－７９）

故坝体内任一点 Ｍ 处的应力为

σρ ＝σ

ρ ＋σ


ρ ＝

１
ρ
φ ｆ
ρ
＋
１
ρ２
φ ｆ
φ２
－ρ２ｇρｃｏｓ（φ－α）

σφ ＝σ

φ ＋σ


φ ＝

２φ ｆ
ρ２
－ρ２ｇρｃｏｓ（φ－α）

τρφ ＝ τ

ρφ＋τ


ρφ ＝ －

φ ｆ
ρ

１
ρ
φ ｆ
φ( )















（６－８０）

将式（６－７４）代入上式（６－８０），可得
σρ ＝ ２ρ（ａ１ ｃｏｓ φ＋ｂ１ ｓｉｎ φ－３ａ３ ｃｏｓ ３φ－３ｂ３ ｓｉｎ ３φ）－ρ２ｇρｃｏｓ（φ－α）

σφ ＝ ６ρ（ａ１ ｃｏｓ φ＋ｂ１ ｓｉｎ φ－ａ３ ｃｏｓ ３φ－ｂ３ ｓｉｎ ３φ）－ρ２ｇρｃｏｓ（φ－α）

τρφ ＝ ２ρ（ａ１ ｓｉｎ φ－ｂ１ ｓｉｎ φ＋３ａ３ ｓｉｎ ３φ－３ｂ３ ｃｏｓ ３φ）
} （６－８１）

　 　 考虑到应力边界条件为
σφ ｜ φ ＝ ０ ＝ －ρ１ｇρｃｏｓ α

τρφ ｜ φ ＝ ０ ＝ ０

σφ ｜ φ ＝ β ＝ ０

τρφ ｜ φ ＝ β ＝ ０













（６－８２）

其中 ρ１ 为液体密度。
由式（６－８１）和式（６－８２），可得关于 ａ１，ｂ１，ａ３，ｂ３ 的方程组

ａ１ ＋ａ３ ＝
ρ２ｇ－ρ１ｇ
６

ｃｏｓ α

ｂ１ ＋３ｂ３ ＝ ０

ａ１ ｃｏｓ β＋ｂ１ ｓｉｎ β＋ａ３ ｃｏｓ ３β＋ｂ３ ｓｉｎ ３β ＝
ρ２ｇ
６
ｃｏｓ（β－α）

ａ１ ｓｉｎ β－ｂ１ ｃｏｓ β＋３ａ３ ｓｉｎ ３β－３ｂ３ ｃｏｓ ３β ＝ ０















（６－８３）
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解上式（６－８３），即得

ａ１ ＝
３

２（３＋ｃｏｓ ２β－４ｃｏｓ ４β）
ｃｏｓ β－ｃｏｓ ３β

６{ ·

　 　 ［ρ２ｇｃｏｓ（β－α）－（ρ２ｇ－ρ１ｇ）ｃｏｓ αｃｏｓ ３β］－

　 　
ρ２ －ρ１
２
ｇ（ｓｉｎ β－

１
３
ｓｉｎ ３β）ｓｉｎ ３βｃｏｓ α}

ｂ１ ＝ －
ρ２ －ρ１
２
ｇ
ｓｉｎ ３βｃｏｓ α
ｃｏｓ ３β－ｃｏｓ β

－

　 　
３（ｓｉｎ β－ｓｉｎ ３β）

２（３＋ｃｏｓ ２β－４ｃｏｓ ４β）（ｃｏｓ ３β－ｃｏｓ β）
·

　 　
ｃｏｓ β－ｃｏｓ ３β

６
ρ２ｇｃｏｓ（β－α）[{

　 　 －（ρ２ －ρ１）ｇｃｏｓαｃｏｓ３β] －

　 　
ρ１ －ρ２
２
ｇ ｓｉｎβ－

１
３
ｓｉｎ ３β( ) ｓｉｎ ３βｃｏｓ α}

ａ３ ＝
ρ２ －ρ１
６
ｇｃｏｓ α－

３
２（３＋ｃｏｓ ２β－４ｃｏｓ ４β）

·

　 　
ｃｏｓ β－ｃｏｓ ３β

６
［ρ２ｇｃｏｓ（β－α）－{

　 　 （ρ２ －ρ１）ｇｃｏｓ αｃｏｓ ３β］

　 　 －
ρ２ －ρ１
２
ｇ ｓｉｎ β－

１
３
ｓｉｎ ３β( ) ｓｉｎ ３βｃｏｓ α}

ｂ３ ＝
（ρ２ －ρ１）ｇｓｉｎ ３βｃｏｓ α

６
＋

　 　
ｓｉｎ β－３ｓｉｎ３β

２（３＋ｃｏｓ ２β－４ｃｏｓ ４β）（ｃｏｓ ３β－ｃｏｓ β）
·

　 　
ｃｏｓ β－ｃｏｓ ３β

６
ρ２ｇｃｏｓ（β－α）[{

　 　 －（ρ２ －ρ１）ｇｃｏｓ αｃｏｓ ３β] －

　 　
ρ１ －ρ２
２
ｇ ｓｉｎ β－

１
３
ｓｉｎ ３β( ) ｓｉｎ ３βｃｏｓ α}

















































（６－８４）

　 　 将 ａ１，ｂ１，ａ３，ｂ３ 代入式（６－８１）后，即得坝体内任一点的应力。
现在考虑 α ＝ ０ 的情况，即迎水面垂直于坝基的情况，如图 ６－２２ 所示。显

然，此问题的解答可直接在上述解式（６－８３）和式（６－８４）中令 α ＝ ０，即可得此问
题的极坐标形式的解答。

今采用直角坐标法重新求解：
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图 ６－２２

取应力函数为

φ ｆ ＝ ａｘ
３ ＋ｂｘ２ｙ＋ｃｘｙ２ ＋ｄｙ３ （６－８５）

体力分量是

Ｆ ｂｘ ＝ ０
Ｆ ｂｙ ＝ ρ２ｇ

应力分量为

σ ｘ ＝
２φ ｆ
ｙ２
－Ｆ ｂｘ ｘ ＝ ２ｃｘ＋６ｄｙ

σ ｙ ＝
２φ ｆ
ｘ２
－Ｆ ｂｙ ｙ ＝ ６ａｘ＋２ｂｙ－ρ２ｇｙ

τ ｘｙ ＝ －
２φ ｆ
ｘｙ

＝ －２ｂｘ－２ｃｙ















（６－８６）

应力边界条件在迎水面边界，即

σ ｘ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ －ρ１ｇｙ

τ ｘｙ ｜ ｘ ＝ ０ ＝ ０
} （６－８７）

在自由表面边界 ｘ ＝ ｙｔａｎ β 上，应力边界条件为
ｌ１σ ｘ ｜ ｘ ＝ ｙｔａｎ β＋ｌ２τ ｘｙ ｜ ｘ ＝ ｙｔａｎ β ＝ ０

ｌ１τ ｘｙ ｜ ｘ ＝ ｙｔａｎ β＋ｌ２σ ｙ ｜ ｘ ＝ ｙｔａｎ β ＝ ０
} （６－８８）

但由图可见

ｌ１ ＝ ｃｏｓ β
ｌ２ ＝ －ｓｉｎ β

式（６－８６）代入式（６－８７）中，有
６ｄｙ ＝ －ρ１ｇｙ
－２ｃｙ ＝ ０

由此得

ｃ ＝ ０，　 ｄ ＝ －
１
６
ρ１ｇ

及

σ ｘ ＝ －ρ１ｇｙ

σ ｙ ＝ ６ａｘ＋２ｂｙ－ρ２ｇｙ

τ ｘｙ ＝ －２ｂｘ
} （６－８９）

将式（６－８６）代入式（６－８８），即有
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ｂ ＝
１
２
ρ１ｇｔａｎ

２β

ａ ＝
１
６
ρ２ｇｃｏｔ β－

１
３
ρ１ｇｃｏｔ

３β

由此得应力解答为

σ ｘ ＝ －ρ１ｇｙ

σ ｙ ＝（ρ２ｇｃｏｔ β－２ρ１ｇｃｏｔ
３β）ｘ＋（ρ１ｇｃｏｔ

２β－ρ２ｇ）ｙ

τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ ＝ －ρ１ｇｘｃｏｔ
２β

} （６－９０）

进一步分析可以给出最大压应力轨迹和最大拉应力轨迹（图 ６－２３）。由图
看出，在迎水面，最大压应力总是垂直于表面（ｘ ＝ ０ 面），但远离此表面以后，即
迅速向下倾斜，而最大拉应力，则垂直于自由表面。

图 ６－２３

§ ６－９　 圆孔孔边应力集中

本节讨论对边受均匀拉力作用的带孔平板，设孔为圆形，半径为 ａ，且与板
的尺寸相比为很小（图 ６－２４）。则孔边的应力将远大于无孔时的应力，这种现象
称为应力集中


。

由圣维南原理可知，在远离小孔的地方，孔边局部应力集中的影响将消失。

对于无孔板来说，板中应力为

σ ｘ ＝ ｑ，　 σ ｙ ＝ ０，　 τ ｘｙ ＝ ０
与之相应的应力函数为

φ ｆ０ ＝
１
２
ｑｙ２ （６－９１）

用极坐标表示为
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图 ６－２４

φ ｆ０ ＝
１
２
ｑρ２ ｓｉｎ２φ ＝

１
４
ｑρ２（１－ｃｏｓ ２φ） （６－９２）

现在要找一个应力函数 φ ｆ，使它适用于有圆孔的板，且在 ρ 值足够大时与应
力函数 φ ｆ０给出的应力相同。

取应力函数为下列形式

φ ｆ ＝ ｆ１（ρ）＋ｆ２（ρ）ｃｏｓ ２φ （６－９３）
将式（６－９３）代入式（６－４９），得

ｄ２

ｄρ２
＋
１
ρ
ｄ
ｄρ( ) ｄ

２ ｆ１
ｄρ２
＋
１
ρ

ｄｆ１
ｄρ( ) ＋

ｄ２

ｄρ２
＋
１
ρ
ｄ
ｄρ
－
４
ρ２( ) ｄ

２ ｆ２
ｄρ２
＋
１
ρ

ｄｆ２
ｄρ
－
４ｆ２
ρ２( ) ｃｏｓ ２φ ＝ ０ （６－９４）

因上式对所有的 φ 均应满足，即 ｃｏｓ ２φ≠０，故有

ｄ２

ｄρ２
＋
１
ρ
ｄ
ｄρ( ) ｄ

２ ｆ１
ｄρ２
＋
１
ρ

ｄｆ１
ｄρ( ) ＝ ０

ｄ２

ｄρ２
＋
１
ρ
ｄ
ｄρ
－
４
ρ２( ) ｄ

２ ｆ２
ｄρ２
＋
１
ρ

ｄｆ２
ｄρ
－
４ｆ２
ρ２( ) ＝ ０











（６－９５）

上式（６－９５）第一式为欧拉方程，其特解为
ｆ１ ＝ ρ

ｎ
（６－９６）

于是得

ｄ２ ｆ１
ｄρ２
＋
１
ρ

ｄｆ１
ｄρ
＝［ｎ（ｎ－１）＋ｎ］ρｎ－２ ＝ ｎ２ρｎ－２ （６－９７）

ｄ２

ｄρ２
＋
１
ρ
ｄ
ｄρ( ) ｎ２ρｎ－２ ＝ ｎ２［（ｎ－２）（ｎ－３）＋（ｎ－２）］ρｎ－４

＝ ｎ２（ｎ－２）２ρｎ－４ ＝ ０ （６－９８）
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特征方程为

ｎ２（ｎ－２）２ ＝ ０ （６－９９）
其 ４ 个根为

ｎ１，２ ＝ ０，　 ｎ３，４ ＝ ２
从而得式（６－９５）第一式的通解为

ｆ１ ＝Ｃ１ ＋Ｃ２ ｌｎ ρ＋Ｃ３ρ
２ ＋Ｃ４ρ

２ ｌｎ ρ （６－１００）
式（６－９５）第二式也是欧拉线性方程，其特解同样为

ｆ２ ＝ ρ
ｎ

类似地有

ｄ２ ｆ２
ｄρ２
＋
１
ρ

ｄｆ２
ｄρ
－
４ｆ２
ρ２
＝［ｎ（ｎ－１）＋（ｎ－４）］ρｎ－２

＝（ｎ＋２）（ｎ－２）ρｎ－２ （６－１０１）
ｄ２

ｄρ２
＋
１
ρ
ｄ
ｄρ
－
４
ρ２( ) （ｎ＋２）（ｎ－２）ρｎ－２

＝（ｎ＋２）（ｎ－２）［（ｎ－１）（ｎ－３）＋ｎ－２－４］ρｎ－４

＝（ｎ＋２）ｎ（ｎ－２）（ｎ－４）ρｎ－４ 　 　 　 　

（６－１０２）

因而 ｎ 的 ４ 个值为
ｎ１ ＝ －２，　 ｎ２ ＝ ０，　 ｎ３ ＝ ２，　 ｎ４ ＝ ４

于是得式（６－９５）第二式的通解为

ｆ２ ＝
Ｃ５
ρ２
＋Ｃ６ ＋Ｃ７ρ

２ ＋Ｃ８ρ
４

（６－１０３）

于是

φ ｆ ＝ ｆ１ ＋ｆ２ ｃｏｓ ２φ ＝Ｃ１ ＋Ｃ２ ｌｎ ρ＋Ｃ３ρ
２ ＋Ｃ４ρ

２ ｌｎ ρ＋

Ｃ５
ρ２
＋Ｃ６ ＋Ｃ７ρ

２ ＋Ｃ８ρ
４( ) ｃｏｓ ２φ （６－１０４）

代入式（６－４０），有

σρ ＝Ｃ２
１
ρ２
＋２Ｃ３ ＋Ｃ４（１＋２ｌｎ ρ）－

６Ｃ５
ρ４
＋
４Ｃ６
ρ２
＋２Ｃ７( ) ｃｏｓ ２φ

σφ ＝ －Ｃ２
１
ρ２
＋２Ｃ３ ＋Ｃ４（３＋２ｌｎ φ）＋

６Ｃ５
ρ４
＋２Ｃ７ ＋１２Ｃ８ρ

２( ) ｃｏｓ ２φ
τρφ ＝ －

６Ｃ５
ρ４
－
２Ｃ６
ρ２
＋２Ｃ７ ＋６Ｃ８ρ

２( ) ｓｉｎ ２φ















（６－１０５）

上式中的常数，应根据下列条件确定：
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（１）当 ρ→∞时，应力应保持有限；
（２）当 ρ ＝ ａ 时，σρ ＝ τρφ ＝ ０。
由第一个条件，因当 ρ→∞，以 Ｃ４，Ｃ８ 为系数的项无限增长，故

Ｃ４ ＝Ｃ８ ＝ ０
由第二个条件，当 ρ ＝ ａ 时，σρ ＝ ０，有

２Ｃ３ ＋
Ｃ２
ａ２
＝ ０，　 ２Ｃ７ ＋

６Ｃ５
ａ４
＋
４Ｃ６
ａ２
＝ ０ （ａ）

及 ρ ＝ ａ 时，τρφ ＝ ０，有

２Ｃ７ －
６Ｃ５
ａ４
－
２Ｃ６
ａ２
＝ ０ （ｂ）

此外，应力函数 φ ｆ在 ρ 足够大时给出的应力应与 φ ｆ０给出的应力相同。因

φ ｆ０ ＝
１
４
ｑρ２ －

１
４
ｑρ２ ｃｏｓ ２φ，故由 φ ｆ０确定的应力分量为

σ０ρ ＝
１
２
ｑ（１＋ｃｏｓ ２φ）

σ０φ ＝
１
２
ｑ（１－ｃｏｓ ２φ）

τ０ρφ ＝ －
１
２
ｑｓｉｎ ２φ















（６－１０６）

于是，以上要求即在 ρ→∞的条件下，式（６－１０５）应与式（６－１０６）相等。由此，得

２Ｃ７ ＝ －
１
２
ｑ，　 ２Ｃ３ ＝

１
２
ｑ （ｃ）

解式（ａ），（ｂ），（ｃ），得

Ｃ２ ＝ －
１
２
ｑａ２，Ｃ３ ＝

１
４
ｑ，Ｃ５ ＝ －

１
４
ｑａ４，Ｃ６ ＝

１
２
ｑａ２，Ｃ７ ＝ －

１
４
ｑ

将以上结果代入式（６－１０４），并弃去 Ｃ１（因它对应力分量没有影响），得应力函
数为

φ ｆ ＝
１
４
ｑ ρ２ －２ａ２ ｌｎ ρ－ ρ２ －２ａ２ ＋

ａ４

ρ２( ) ｃｏｓ ２φ[ ] （６－１０７）

各应力分量为
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σρ ＝
１
２
ｑ １－

ａ２

ρ２
－ １－

４ａ２

ρ２
＋
３ａ４

ρ４( ) ｃｏｓ ２φ[ ]
σφ ＝

１
２
ｑ １＋

ａ２

ρ２
－ １＋

３ａ４

ρ４( ) ｃｏｓ ２φ[ ]
τρφ ＝ －

１
２
ｑ １＋

２ａ２

ρ２
－
３ａ４

ρ４( ) ｓｉｎ ２φ















（６－１０８）

人们关心的是圆边（即 ρ ＝ ａ 和 φ ＝ ±
π
２
）处的应力。实际上，由式（６－１０８）可

得出（图 ６－２５ａ）：当 ρ ＝ ａ 时，σρ ＝ ０，τρφ ＝ ０，且

图 ６－２５

σφ ＝ ｑ（１－２ｃｏｓ ２φ） （６－１０９）

而当 ρ ＝ ａ，φ ＝ ±
π
２
时，σφ ＝ ３ｑ；当 φ ＝ ０ 或 φ ＝π 时，σφ ＝ －ｑ。

当 φ ＝ ±
π
２
时，σφ 随 ρ 的变化而变化的关系为（图 ６－２５ｂ）

σφ ＝ ｑ １＋
ａ２

２ρ２
＋
３ａ４

２ρ４( ) （６－１１０）

当 ρ ＝ ａ 时，σφ ＝ ３ｑ，这就是说，板条拉伸时孔边的最大拉应力为平均拉应力
的 ３ 倍。而当 φ ＝ ０ 或 φ ＝π 时，σφ ＝ －ｑ，为压应力。再由式（６－１１０）可知，当 ρ ＝
２ａ 时，σφ ＝ １ ２２ｑ；当 ρ ＝ ３ａ 时，σφ ＝ １ ０７ｑ；当 ρ 足够大时，σφ→ｑ；即应力集中现
象只发生在孔边附近，远离孔边即迅速衰减下去。

应当指出，在孔的尺寸 ２ａ（图 ６－２６）与平板尺寸 ｄ 相比为很小时（２ａ＜＜ｄ），
可采用下列近似公式

（σφ）ｍａｘ ＝ ３ｑ
ｄ
ｄ－ａ

（６－１１１）
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对于椭圆形的孔，当椭圆的一个主轴（２ｂ）与受拉方向一致时（图 ６－２７），则
在另一主轴（２ａ）端部产生的应力为

图 ６－２６ 图 ６－２７

（σφ）ｍａｘ ＝ ｑ １＋
２ａ
ｂ( ) （６－１１２）

由此可见，如 ａ＞ｂ，则（σφ）ｍａｘ ＞３ｑ，且当 ｂ→０，即椭圆孔趋于一条裂纹时，裂纹尖
端

的应力是相当大的。这种情况说明，垂直于受拉方向的裂纹首先在端部扩展。

为防止裂纹的扩展，常在裂纹尖端钻一小孔以降低应力集中系数。

本章复习要点

　 　 １ 在平面问题中，当不计体力时，应变协调方程简化为调和方程（称为莱维
方程）：

２
（σ ｘ ＋ σ ｙ）＝ ０

　 　 ２ 在平面问题的平衡方程、应变协调方程和边界条件中，均不含材料常数，
故平面应力问题或是平面应变问题，它们的应力分布是相同的。这是模型试验

的理论基础。

３ 艾里应力函数 φ ｆ为双调和函数：
４φ ｆ ＝ ０

及其特性。

４ 逆解法与半逆解法的技巧。
５ 适用于直角坐标和极坐标解题的特点，几种应用专题应力分布的特点。

思　 考　 题

　 　 ６－１　 为什么平面应力和平面应变问题的应力分布是相同的？

９０１思考题 　 　



６－２　 应力函数的选取有哪些注意点？

６－３　 为什么坝体应力分布的主拉应力轨迹总是与主压应力轨迹相互正交？

６－４　 在半平面表面受集中力作用时，物体中的最大切应力轨迹为什么是一族对数

螺线？

６－５　 什么样的问题可以简化成平面应力问题或平面应变问题？

６－６　 用应力函数解问题时，应有哪些步骤？

习　 　 题

　 　 ６－１　 求下图中给出的圆弧曲梁内的应力分布。

题 ６－１ 图

提示：１）选用极坐标；

２）应力函数取 φ ｆ ＝ ｆ（ρ）ｓｉｎ φ。

答案：

σρ ＝
Ｆ
Ｎ
ρ＋
ａ２ ｂ２

ρ３
－
ａ２ ＋ｂ２

ρ( ) ｓｉｎ φ，
σφ ＝

Ｆ
Ｎ
３ρ－
ａ２ ｂ２

ρ３
－
ａ２ ＋ｂ２

ρ( ) ｓｉｎ φ，
τρφ ＝ －

Ｆ
Ｎ
ρ＋
ａ２ ｂ２

ρ３
－
ａ２ ＋ｂ２

ρ( ) ｃｏｓ φ，
Ｎ ＝ ａ２ －ｂ２ ＋（ａ２ ＋ｂ２）ｌｎ

ｂ
ａ
。

６－２　 试分析下列应力函数可解什么样的平面应力问题

题 ６－４ 图

φ ｆ ＝
３Ｆ
４ｃ
ｘｙ－
ｘｙ３

３ｃ２( ) ＋ ｑ２ ｙ２
６－３　 悬臂梁（－ｃ＜ｙ＜ｃ，０＜ｘ＜ｌ）沿下边受均布剪力，而上边和 ｘ ＝

ｌ 的一端不受荷载时，可用应力函数

φ ｆ ＝ ｓ
１
４
ｘｙ－
ｘｙ２

４ｃ
－
ｘｙ３

４ｃ２
＋
ｌｙ２

４ｃ
＋
ｌｙ３

４ｃ２( )
得出解答。并说明，此解答在哪些方面是不完善的。

６－４　 已求得三角形坝体的应力场为

σ ｘ ＝ ａｘ＋ｂｙ

σ ｙ ＝ ｃｘ＋ｄｙ

τ ｘｙ ＝ τ ｙｘ ＝ －ｄｘ－ａｙ－ρｇｘ

τ ｘｚ ＝ τ ｙｚ ＝σ ｚ ＝ ０

其中 ρ 为坝体材料密度，ρ１ 为水的密度，试根据边界条件求常数 ａ，ｂ，ｃ，ｄ 的值。

答案：ａ ＝ ０，ｂ ＝ －ρ１ｇ，ｃ ＝ ρｇｃｏｔ β－２ρ１ｇｃｏｔ
３β，ｄ ＝ ρ１ｇｃｏｔ

２β－ρｇ。

６－５　 试以简支梁受均布荷载作用为例，求当泊松比 ν ＝ ０ ３ 时，用初等理论给出的结果
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的误差不超过 ２ ５％时的跨长 ｌ 与梁高 ｈ 之比。

答案：
ｈ
ｌ
≤０ １０８ ５。

６－６　 图中的悬臂梁受均布荷载作用，试求其最大应力。

（１）用应力函数

φ ｆ ＝
ｑ

２ １－
π
４( )

－ｘ２ ＋ｘｙ＋（ｘ２ ＋ｙ２）
π
４
－ａｒｃｔａｎ

ｙ
ｘ( )[ ]

（２）用初等理论求，并比较以上结果。

题 ６－６ 图

　 　 　 　

题 ６－７ 图

６－７　 试确定应力函数

φ ｆ ＝ ｃρ
２
（ｃｏｓ ２φ－ｃｏｓ ２α）

中的常数 ｃ 值，使满足图中的条件：在 φ ＝ α 面上，σφ ＝ ０，τρφ ＝ ｓ；在 φ ＝ －α 面上，σφ ＝ ０，τρφ ＝ －ｓ。

并证明楔顶没有集中力或力偶作用。

答案：ｃ ＝
ｓ

２ｓｉｎ ２α
。

１１１习题 　 　
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第七章

能量原理及其应用

§ ７－１　 基 本 概 念

在第五章中曾经谈到，求解弹性力学问题，归结为求解偏微分方程的某种边

值问题。如对空间问题来说，泛定方程为含有 １５ 个未知量的 １５ 个偏微分方程，
在给定边界条件时，求解是极其困难的，而且往往是不可能的。本章将讨论利用

能量原理求解弹塑性力学问题的方法。

一、变形过程热力学本质

研究物体的状态，不仅要知道物体的变形状态，而且要知道物体中每一点的

温度。若物体在变形过程中，各点的温度与其周围介质的温度保持平衡，则称这

一过程为等温过程


。若在变形过程中，物体的温度没有什么升降，也没有损失或

增加热量，则称这一过程为绝热过程


。物体的瞬态高频振动，高速变形过程都可

视为绝热过程。

物体在外界因素影响下的变形过程，严格说来都是一个热力学过程。如令

物体的动能为 Ｅ ｋ，应变能为 Ｕ，则在微小的 δｔ 时间间隔内，物体从一种状态过渡
到另一种状态时，根据热力学第一定律


，总能量的变化为

δＥ ｋ ＋δＵ ＝ δＷ＋δＱ （７－１）
此处 δＷ 为体力 Ｆ ｂｉ与面力 ｐｉ 所完成的功，δＱ 为物体从其周围介质所吸收（或向
外散发）的热量，且以等量的功来度量。若用 Ｖ 表示物体的体积，用 ｕｉ 表示位
移，则已知物体的动能为

Ｅ ｋ ＝
１
２ 

Ｖ

ρｕ·ｉ ｕ
·
ｉｄＶ

其中 ｕ· ｉ ＝ ｕｉ ／ ｔ，动能的变化 δΕｋ 为

δＥ ｋ ＝
Ｅ ｋ
ｔ( ) δ ｔ ＝ 

Ｖ

ρ ｕ̈ ｉ ｕ
·
ｉδ ｔｄＶ （７－２）

若在外力作用下物体处于平衡状态，则 ｕ̈ ｉ ＝ ０，得

δＥ ｋ ＝ ０
假定弹性变形过程是绝热的，则 δＱ ＝ ０，于是有



δＵ ＝ δＷ （７－３）
就是说，外力所做的功等于物体中应变能的变化，或者说，外力所做的功，全部转

化为物体的应变能。

二、应变能与应变余能

由第四章和以上的讨论知道，在线弹性情况下，单位体积的应变能为

Ｕ０ ＝ ∫
εｉｊ

０
σ ｉｊｄε ｉｊ ＝

１
２
σ ｉｊε ｉｊ

　 图 ７－１

以一维应力状态为例，Ｕ０ 实际上是 σ ｘ－ε ｘ 平
面内，应力应变曲线与 ε ｘ 轴和 ε ｘ ＝ ε′ｘ 所包围的
面积（图 ７－１），即

Ｕ０ ＝ ∫
ε ′ｘ

０
σ ｘｄε ｘ （７－４）

现在，定义另一个重要的量

Ｕ′０ ＝ ∫
σｉｊ

０
ε ｉｊｄσ ｉｊ （７－５）

在一维状态下，有

Ｕ′０ ＝ ∫
σ ′ｘ

０
ε ｘｄσ ｘ （７－６）

Ｕ′０ 称为单位体积的应变余能
（也称为应力能


），简称余能。

应变能 Ｕ０ 表示物体受外力作用时，储存于变形物体中的能量。而应变余能
Ｕ′０ 的物理解释便不明显。在图 ７－１ 中，它只表示 σ ｘ－ε ｘ 曲线与轴 σ ｘ 及 σ ｘ ＝ σ′ｘ
所围成的面积，σ′ｘ 为物体内指定时刻的应力，相应的应变为 ε′ｘ，则 ε′ｘσ′ｘ ＝ Ｕ０ ＋
Ｕ′０。Ｕ０ 与 Ｕ′０ 分别互补（或互余）对方为 ε′ｘσ′ｘ 矩形的面积。显然，在曲线 σ ｘ－ε ｘ
为直线时（即线弹性情况），Ｕ０ ＝Ｕ′０，即余能在数量上等于应变能。

余能是一个重要的概念，尽管它不像应变能那样有明确的物理意义，但引进

余能的概念以后，讨论问题的范围就大为扩大了。对余能的认识应强调以下

三点：

（１）应变余能与应变能是互补的，面积 ε′ｘσ′ｘ ＝Ｕ０ ＋Ｕ′０；
（２）在应变余能的积分式中，积分变量为应力分量

Ｕ′０ ＝ ∫
σ ′ｘ

０
ε ｘｄσ ｘ；

（３）在线弹性时 Ｕ０ ＝ Ｕ′０ （Ｕ０ ＝ ∫
ε ′ｘ

０
σ ｘｄε ｘ）。
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§ ７－２　 虚位移原理

现在考虑一个受一组体力 Ｆ ｂｉ（分量为 Ｆ ｂｘ，Ｆ ｂｙ，Ｆ ｂｚ）和面力 ｐｉ（分量为 ｐｘ，ｐｙ，

ｐｚ）作用而处于平衡状态的物体，其体积为 Ｖ，表面积为 Ｓ。则在体积 Ｖ 内有
σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋
τ ｘｚ
ｚ
＋Ｆ ｂｘ ＝ ０

τ ｘｙ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＋
τ ｙｚ
ｚ
＋Ｆ ｂｙ ＝ ０

τ ｘｚ
ｘ
＋
τ ｙｚ
ｙ
＋
σ ｚ
ｚ
＋Ｆ ｂｚ ＝ ０















（７－７）

　 图 ７－２

或用张量表示为

σ ｉｊ，ｊ＋Ｆ ｂｉ ＝ ０　 （ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ） （７－８）
设 Ｓ 为物体的全部表面，其中给定面力的部分表面
为 Ｓσ，给定位移的部分表面为 Ｓｕ（图 ７－２），则全部
表面 Ｓ 应为 Ｓσ 与 Ｓｕ 之和。如将给定的已知量用
字母上加一横线表示（以下常省略），则在第二章

讨论过的边界条件式（２－１９）为
σ ｘ ｌ１ ＋τ ｘｙ ｌ２ ＋τ ｘｚ ｌ３ －ｐｘ ＝ ０

τ ｙｘ ｌ１ ＋σ ｙ ｌ２ ＋τ ｚｙ ｌ３ －ｐｙ ＝ ０

τ ｚｘ ｌ１ ＋τ ｙｚ ｌ２ ＋σ ｚ ｌ３ －ｐｚ ＝ ０
}（在 Ｓσ 上） （７－９）

或

σ ｉｊ ｎ ｊ ＝ ｐｉ（ｉ，ｊ ＝ ｘ，ｙ，ｚ）（在 Ｓσ 上） （７－１０）
现在设想一个处于平衡状态的物体，由于某种原因，由其平衡位置得到了一

个约束许可的、任意的、微小虚位移 δｕｉ；其分量为 δｕ，δｖ，δｗ。实际的力系在虚
位移上所做的功称为虚功。

虚位移原理


：在外力作用下处于平衡状态的可变形体，当给予物体微小虚位

移时，外力的总虚功等于物体的总虚应变能。

外力的总虚功 δＷ 为实际的体力 Ｆ ｂｉ和面力 ｐｉ 在虚位移上所做的功，即

δＷ ＝ 
Ｖ

（Ｆ ｂｘδｕ ＋ Ｆ ｂｙδ ｖ ＋ Ｆ ｂｚδｗ）ｄＶ ＋
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Ｓσ

（ｐｘδｕ ＋ ｐｙδ ｖ ＋ ｐｚδｗ）ｄＳ （７－１１）

或

δＷ ＝ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ ＋ ∫Ｓσ ｐｉδｕｉｄＳ （７－１１′）

在物体产生微小虚变形的过程中，该物体内的总虚应变能为

δＵ ＝ 
Ｖ

（σ ｘδε ｘ ＋ σ ｙδε ｙ ＋ σ ｚδε ｚ ＋ τ ｘｙδγ ｘｙ ＋ τ ｙｚδγ ｙｚ ＋ τ ｚｘδγ ｚｘ）ｄＶ

（７－１２）
或

δＵ ＝ ∫Ｖσ ｉｊδε ｉｊｄＶ （７－１２′）

于是虚位移原理可表示为

　 
Ｖ

（σ ｘδε ｘ ＋ σ ｙδε ｙ ＋ σ ｚδε ｚ ＋ τ ｘｙδγ ｘｙ ＋ τ ｙｚδγ ｙｚ ＋ τ ｚｘδγ ｚｘ）ｄＶ

　 　 ＝ 
Ｖ

（Ｆ ｂｘδｕ ＋ Ｆ ｂｙδ ｖ ＋ Ｆ ｂｚδｗ）ｄＶ ＋ 
Ｓσ

（ｐｘδｕ ＋ ｐｙδ ｖ ＋ ｐｚδｗ）ｄＳ

（７－１３）
或

∫Ｖσ ｉｊδε ｉｊｄＶ ＝ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ ＋ ∫Ｓσ ｐｉδｕｉｄＳ （７－１３′）

即

δＵ ＝ δＷ
上式（７－１３）为虚位移原理的位移变分方程。

以下给出详细证明。

若在虚位移原理的变分方程（７－１３）中，考虑到在给定位移的部分表面 Ｓｕ
上，约束不允许位移再有任何微小的变化，δｕｉ ＝ ０，在给定面力的部分表面 Ｓσ
上，边界条件 ｐｉ ＝σ ｉｊ ｎ ｊ 成立。因而式（７－１３）中对 Ｓσ 的积分可以写成对 Ｓ 的积
分，即有

δＷ ＝ ∫ＳσｐｉδｕｉｄＳ ＋ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ ＝ ∫Ｓσ ｉｊ ｎ ｊδｕｉｄＳ ＋ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ
（７－１４）

运用高斯散度定理


Ｖ

（σ ｘδｕ）

ｘ
＋
（σ ｙδｖ）

ｙ
＋
（σ ｚδｗ）

ｚ( ) ｄＶ （７－１５）
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＝ 
Ｓ

（σ ｘδｕｌ１ ＋σ ｙδｖｌ２ ＋σ ｚδｗｌ３）ｄＳ

其中 ｌ１，ｌ２，ｌ３ 为边界外法线方向单位矢量 ｎ 的方向余弦
ｌ１ ＝ ｃｏｓ（ｘ，ｎ），ｌ２ ＝ ｃｏｓ（ｙ，ｎ），ｌ３ ＝ ｃｏｓ（ｚ，ｎ）

则式（７－１５）的缩写形式为

∫Ｖ（σ ｉｊδｕｉ），ｊｄＶ ＝ ∫Ｓσ ｉｊ ｎ ｊδｕｉｄＳ （７－１５′）

此处 ｎｊ ＝ ｌ１，ｌ２，ｌ３，将式（７－１５′）代入式（７－１４），得

δＷ ＝ ∫Ｖ（σ ｉｊδｕｉ），ｊｄＶ ＋ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ 　 　 　 　 　
＝ ∫Ｖ（σ ｉｊ，ｊδｕｉ ＋ σ ｉｊδｕｉ，ｊ）ｄＶ ＋ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ
＝ ∫Ｖ（σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ）δｕｉｄＶ ＋ ∫Ｖσ ｉｊδｕｉ，ｊｄＶ

当物体处于平衡状态时，因为

σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＝ ０
此时上式第一项积分等于零。而由

σ ｉｊ ＝σ ｊｉ，　 δε ｉｊ ＝
１
２
（δｕｉ，ｊ＋δｕｊ，ｉ）

故 σ ｉｊδｕｉ，ｊ ＝σ ｉｊδε ｉｊ （７－１６）
于是得到

δＷ ＝ ∫Ｖσ ｉｊδε ｉｊｄＶ
即 δＷ ＝ δＵ

以上实质上证明了，当给予系统微小虚位移时，外力的总虚功与物体的总应

变能相等是物体处于平衡状态的必要条件。此外，还可以证明 δＷ ＝ δＵ 是物体
处于平衡状态的充分条件，即由δＷ ＝ δＵ，导出平衡方程

σ ｉｊ，ｊ＋Ｆ ｂｉ ＝ ０
和应力边界条件

σ ｉｊ ｎ ｊ ＝ ｐｉ
读者可以自行校验。

由以上讨论可知，虚位移原理变分方程（７－１３）等价于平衡方程与应力边界
条件。因此，满足变分方程（７－１３）的解就一定满足平衡方程和应力边界条件。
由此，虚位移原理也可表述为：变形连续体平衡的必要与充分条件是，对于任意

微小虚位移，外力所做总虚功等于变形体所产生的总虚变形能。

应当指出，式（７－１３）等号左边表示由于产生虚位移 δｕｉ 而引起的物体内的
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理导出平衡

方程和应力

边界条件］



总虚应变能。这种虚位移实际上应理解为真实位移的变分，而不是其他随便一

种位移函数。这就是说，式（７－１３）中的 δε ｘ，δε ｙ，…，δγ ｘｚ不是别的什么虚应变，
而是由于 δｕ，δｖ 和 δｗ 引起的，即它们之间满足下列条件

δε ｘ ＝ δ
ｕ
ｘ( ) ＝ ｘ（δｕ）

δε ｙ ＝ δ
ｖ
ｙ( ) ＝ ｙ（δｖ）

δε ｚ ＝ δ
ｗ
ｚ( ) ＝ ｚ（δｗ）

δγ ｘｙ ＝ δ
ｖ
ｘ
＋
ｕ
ｙ( ) ＝ ｘ（δｖ）＋ ｙ（δｕ）

δγ ｙｚ ＝ δ
ｗ
ｙ
＋
ｖ
ｚ( ) ＝ ｙ（δｗ）＋ ｚ（δｖ）

δγ ｘｚ ＝ δ
ｕ
ｚ
＋
ｗ
ｘ( ) ＝ ｚ（δｕ）＋ ｘ（δｗ）























（７－１７）

或

δε ｉｊ ＝
１
２
（δｕｉ，ｊ＋δｕｊ，ｉ） （７－１７′）

此外 ｕｉ 应满足在 Ｓｕ 上的位移边界条件 ｕｉ ＝珔ｕｉ，即
δｕｉ ＝ ０ （７－１８）

　 图 ７－３

式（７－１７）和式（７－１８）即为方程（７－１３）的 ２
个附加条件。

现在给出虚位移原理［式（７－１３）］的物
理解释，在图 ７－３ 中所示物体内取一微小六
面体。为清晰起见，图中只画出了上表面上

的应力分量。在变形前，其 ６ 个面都分别与
ｘｙ，ｙｚ，ｚｘ 平面平行。作用在各面上的应力矢
量为

左侧面 　 　 －（σ ｘ ｉ＋τ ｘｙ ｊ＋τ ｘｚｋ）

右侧面 σ ｘ ｉ＋τ ｘｙ ｊ＋τ ｘｚｋ＋

ｘ
（σ ｘ ｉ＋τ ｘｙ ｊ＋τ ｘｚｋ）ｄｘ

下表面 　 　 －（τ ｙｘ ｉ＋σ ｙ ｊ＋τ ｙｚｋ）

上表面 τ ｙｘ ｉ＋σ ｙ ｊ＋τ ｙｚｋ＋

ｙ
（τ ｙｘ ｉ＋σ ｙ ｊ＋τ ｙｚｋ）ｄｙ
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后表面 　 　 －（τ ｚｘ ｉ＋τ ｚｙ ｊ＋σ ｚｋ）

前表面 τ ｚｘ ｉ＋τ ｚｙ ｊ＋σ ｚｋ＋

ｚ
（τ ｚｘ ｉ＋τ ｚｙ ｊ＋σ ｚｋ）ｄｚ

　 　 当物体有微小虚位移
δｕ ＝ δｕｉ＋δｖｊ＋δｗｋ

后，作用在微小六面体单元上的面力和体力就将完成下列虚功：

　 　 δＷ ＝ －（σ ｘ ｉ＋τ ｘｙ ｊ＋τ ｘｚｋ）δｕｄｙｄｚ＋ [ σ ｘ ｉ＋τ ｘｙ ｊ＋τ ｘｚｋ＋

ｘ
（σ ｘ ｉ＋τ ｘｙ ｊ＋τ ｘｚｋ）ｄｘ] δｕ＋


ｘ
（δｕ）ｄｘ[ ] ｄｙｄｚ＋…＋

（Ｆ ｂｘδｕ＋Ｆ ｂｙδｖ＋Ｆ ｂｚδｗ）ｄｘｄｙｄｚ （ａ）
在上式中略去高阶微量，并应用平衡方程之后，可得

δＷ ＝ σ ｘ
（δｕ）
 ｘ

＋σ ｙ
（δｖ）
 ｙ

＋…＋τ ｘｙ
（δｕ）
 ｙ

＋
（δｖ）
 ｘ( )







ｄｘｄｙｄｚ （ｂ）

上式（ｂ）表示每一个微小六面体单元在物体有微小虚位移时所做的虚功。
如将物体分割成许多微小六面体单元，则每一微小单元都要做虚功 δＷ，其中包
括微小六面体各面上的应力与体力所做的虚功。现在设想，将分割后的那些微

小六面体重新合拢，恢复原来的状态，则原来作为微小六面体的面力的那些应力

就会互相抵消，它们所做的那一部分包含在 δＷ 中的虚功就将不复存在，而就整
个物体求和以后，就只剩下体力和面力所做的虚功。这就是说，把全部 δＷ 在体
积 Ｖ 内加起来应与整体的体力和面力在虚位移 δｕ，δｖ，δｗ 上所完成总虚功相
等，由此得


Ｖ

（σ ｘδε ｘ ＋ σ ｙδε ｙ ＋ … ＋ τ ｘｙδγ ｘｙ）ｄｘｄｙｄｚ

＝ 
Ｖ

（Ｆ ｂｘδｕ ＋ Ｆ ｂｙδ ｖ ＋ Ｆ ｂｚδｗ）ｄｘｄｙｄｚ ＋


Ｓσ

（ｐｘδｕ ＋ ｐｙδ ｖ ＋ ｐｚδｗ）ｄＳ

此即虚功方程（７－１３）。在应用此方程时，所选取的解，不必预先满足平衡方程
和应力边界条件，只要求所给的虚位移 δ ｕ，δ ｖ，δｗ 能满足附加条件式（７－１７）和
式（７－１８），即要求满足变形协调条件和几何边界条件。

应当特别指出，虚位移原理的成立与材料的本构关系无关。就是说，虚位移

原理对于弹性体、弹塑性体和理想塑性体等都是适用的。

下面给出应用虚位移原理的例题。

例 ７－１　 设有图 ７－４ 所示的简支梁，跨中附有弹性支承，受均布荷载 ｑ 作
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　 图 ７－４

用。试写出梁的挠曲线的微分方程和边界

条件。

解：梁在平衡状态有附加虚位移 δｗ 时，
虚位移原理给出

δＵ ＝ δＷ （ａ）
此处

δＵ ＝ ２∫
ｌ

０ ∫Ａσ ｘδε ｘｄＡ( ) ｄｘ （ｂ）

为简化起见，可沿用材料力学中梁弯曲的平截面假设，有

ε ｘ ＝ －ｚｗ″，　 σ ｘ ＝ －Ｅｚｗ″

δε ｘ ＝ －ｚδ（ｗ″）＝ －ｚ（δｗ）″

代入式（ｂ），并整理得

δＵ ＝２ＥＩ∫
ｌ

０
ｗ″（δｗ）″ｄｘ

两次分部积分后，可化为

δＵ ＝ ２ＥＩ ｗ″（δｗ）′ ｌ０ － ｗ
（３）
（δｗ） ｌ

０ ＋ ∫
ｌ

０
ｗ（４）δｗｄｘ[ ] （ｃ）

如令弹簧内的反力为 Ｆ，则

δＷ ＝ ２∫
ｌ

０
ｑδｗｄｘ ＋ ＦδｗＣ （ｄ）

此处 ｗＣ 为梁在弹簧支承 Ｃ 处的挠度。由此，式（ａ）化为

２∫
ｌ

０
ＥＩｗ（４） － ｑ( ) δｗｄｘ ＋ ２ＥＩｗ″（δｗ）′ ｌ０ －

２ＥＩｗ（３）（δｗ） ｌ
０ ＋ ＦδｗＣ ＝ ０ （ｅ）

边界条件为

（δｗ）′ｌ ＝ ０，　 （δｗ）０ ＝ ０，　 （δｗ）ｌ ＝ δｗＣ
　 　 除上述条件外，δｗ 与 δｗ′均为任意，故欲使式（ｅ）成立，必有

（ＥＩｗ″）ｘ ＝ ０ ＝ ０，　 ２（ＥＩｗ
（３）
）ｘ ＝ ｌ － Ｆ ＝ ０ （ｆ）

挠度函数 ｗ 必须满足

ＥＩｗ（４） － ｑ ＝ ０ （ｇ）

及

（ｗ）ｘ ＝ ０ ＝ ０，　 （ｗ）′ｘ ＝ ｌ ＝ ０ （ｈ）
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关于例 ７－１

的思考题］



§ ７－３　 最小总势能原理

由虚位移原理可直接导出最小总势能原理


。实际上，利用第四章 § ４－３ 节
中给出的应变能函数

Ｕ０ ＝
１
２
（σ ｘε ｘ ＋ σ ｙε ｙ ＋ … ＋ τ ｚｘγ ｚｘ）＝

１
２
σ ｉｊε ｉｊ （ａ）

及

σ ｉｊ ＝
Ｕ０
ε ｉｊ

（ｂ）

在 Ｕ０ 中引入广义胡克定律式（４－３）后，得

Ｕ０ ＝ Ｇε ｉｊε ｉｊ ＋
λ
２

２

＝ Ｕ０（ε ｉｊ） （ｃ）

其中 θ ＝ ε ｉｉ ＝ ε ｘ＋ε ｙ＋ε ｚ。
在上式中代入应变位移关系，得

Ｕ０（ｕ，ｖ，ｗ）＝
Ｅν

２（１ ＋ ν）（１ － ２ν）
ｕ
ｘ
＋ ｖ
ｙ
＋ ｗ
ｚ( )

２

＋ 　 　

　 Ｇ
ｕ
ｘ( )

２

＋ ｖ
ｙ( )

２

＋ 
ｗ
ｚ( )

２

[ ] ＋
　 　 　 　 　 　 　

Ｇ
２

ｖ
ｚ
＋ ｗ
ｙ( )

２

＋ 
ｗ
ｘ
＋ ｕ
ｚ( )

２

＋ 
ｕ
ｙ
＋ ｖ
ｘ( )

２

[ ]
　 　 当存在应变能函数 Ｕ０（ｕｉ）时，虚功方程可写为


Ｖ

δＵ０（ｕｉ）ｄＶ － 
Ｖ

（Ｆ ｂｘδｕ ＋ Ｆ ｂｙδｖ ＋ Ｆ ｂｚδｗ）ｄＶ －


Ｓσ

（ｐｘδｕ ＋ ｐｙδｖ ＋ ｐｚδｗ）ｄＳ＝ ０ （７－１９）

　 　 假定当受力变形后的物体从平衡位置再有微小虚位移时，物体的几何尺寸
的变化略去不计。原来作用在物体上的体力 Ｆ ｂｉ，面力 ｐｉ，其大小和方向都保持
不变。于是，式（７－１９）中的变分符号可以移至积分号以外，令 δＥ ｐ 记作这个变
分量，有

δＥ ｐ ＝ δ 
Ｖ

Ｕ０（ｕｉ）ｄＶ － 
Ｖ

（Ｆ ｂｘ ｕ ＋ Ｆ ｂｙ ｖ ＋ Ｆ ｂｚｗ）ｄＶ －[

Ｓσ

（ｐｘｕ ＋ ｐｙ ｖ ＋ ｐｚｗ）ｄＳ] ＝ ０
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对 Ｕ０ 的说明］



于是有

δＥ ｐ ＝ δ（Ｕ － Ｗ）＝ ０ （７－２０）
其中

Ｅ ｐ ＝ ∫Ｖ［Ｕ０（ｕｉ）－ Ｆ ｂｉ ｕ ｉ］ｄＶ － 
Ｓσ

ｐｉｕｉｄＳ （７－２０′）

其附加条件为

ｕｉ － ｕｉ ＝ ０　 　 （在 Ｓｕ 上）

其中 ｕｉ 为已知量。
式（７－２０）中，Ｅ ｐ 称为总势能，Ｕ 称为弹性体的应变势能，Ｗ 为外力所做的

功，即外力势能。当物体在不受外力作用的自然状态下，应变势能与外力的势能

均为零，式（７－２０）说明，在给定的外力作用下，实际的位移应使总势能的一阶变
分为零，即总势能取驻值。以下进一步证明总势能为最小。

对于稳定的平衡状态来说，物体偏离平衡状态而有虚位移时，其总势能的增

量恒为正。实际上，可以证明，总势能 Ｅ ｐ 的二阶变分为正。为此，令 ｕ

ｉ 为机动

许可的位移场，ｕｉ 为真实解的位移场，与之相应的应变张量为 ε

ｉｊ 和 ε ｉｊ

ｕｉ ＝ ｕｉ ＋ δｕｉ，　 ε

ｉｊ ＝ ε ｉｊ ＋ δε ｉｊ

如将 Ｕ０（ε

ｉｊ ）按泰勒级数展开，略去二阶以上的高阶微量，可得

Ｕ０（ε

ｉｊ ）＝ Ｕ０（ε ｉｊ）＋

Ｕ０
ε ｉｊ
δε ｉｊ ＋

１
２！

２Ｕ０
ε ｉｊε ｋｌ

δε ｉｊδε ｋｌ （ｄ）

于是，机动许可状态的总势能与真实状态总势能之差为

　 　 Ｅ ｐ（ε

ｉｊ ）－Ｅ ｐ（ε ｉｊ）

　 ＝ ∫ＶＵ０（ε ｉｊ ＋ δε ｉｊ）ｄＶ－ ∫ＶＵ０（ε ｉｊ）ｄＶ－ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ－ ∫Ｓσ ｐｉδｕｉｄＳ
　 ＝ ∫Ｖ

Ｕ０
ε ｉｊ
δε ｉｊｄＶ＋

１
２ ∫Ｖ

２Ｕ０
ε ｉｊε ｋｌ

δε ｉｊδε ｋｌｄＶ－∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ－∫Ｓσ ｐｉδｕｉｄＳ （ｅ）

而

Ｅ ｐ（ε

ｉｊ ）－ Ｅ ｐ（ε ｉｊ）＝ δＥ ｐ ＋

１
２！
δ２Ｅ ｐ

其中

δＥ ｐ ＝ ∫Ｖ
Ｕ０
ε ｉｊ
δε ｉｊｄＶ － ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ － ∫ＳσｐｉδｕｉｄＳ ＝ ０

故

δ２Ｅ ｐ ＝ ∫Ｖ
２Ｕ０
ε ｉｊε ｋｌ

δε ｉｊδε ｋｌｄＶ （ｆ）
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如果想象应变由 ０ 增加到 δε ｉｊ，由此产生的应变能

Ｕ０（δε ｉｊ）＝
１
２
δσ ｉｊδε ｉｊ ＝

１
２
δ
Ｕ０
ε ｉｊ( ) δε ｉｊ ＝ δε ｋｌ ＝ １２ ２Ｕ０

ε ｉｊε ｋｌ
δε ｉｊδε ｋｌ

从而得

Ｅ ｐ（ε

ｉｊ ）－ Ｅ ｐ（ε ｉｊ）＝ δ

２Ｅ ｐ ＝ ∫ＶＵ０（δε ｉｊ）ｄＶ
由式（ｃ）知 Ｕ０（ε ｉｊ）为正定的，故

δ２Ｅ ｐ ≥ ０，　 Ｅ ｐ（ε

ｉｊ ）≥ Ｅ ｐ（ε ｉｊ） （７－２１）

于是，得出下列最小总势能原理：在所有满足给定几何边界条件的位移场中，真

实的位移场使物体的总势能取最小值。

物体在外力作用下所产生的位移场，除了满足位移边界条件以外，还必须满

足以位移表示的平衡方程以及应力边界条件。最小总势能原理说明，真实的位

移除满足几何边界条件外，还要满足最小总势能原理的变分方程。实际上可以

证明，变分方程（７－１３）完全等价于平衡方程与应力边界条件。同样的结论也适
用于式（７－２０）。用最小势能原理和用泛定方程求解边值问题，只是形式上不
同。以后将看到，这种解题手段的变更，在不少情况下，将给予我们很大的方便，

同时也扩大了解题的范围。以后还要讨论用变分方法求弹性力学问题的近

似解。

由最小总势能原理可导出熟知的卡氏（Ｃａｓｔｉｇｌｉａｎｏ，Ａ．）第一定理


。实际上，

假定对于在一组广义力 Ｆｉ（ｉ ＝ １，２，…，ｎ）作用下处于平衡状态的弹性结构物，系
统的应变能可表示为相应的位移的函数 Ｕ０（Δ ｉ），系统的总势能为

Ｅ ｐ ＝ Ｕ０（Δ ｉ）－
ｎ

ｉ ＝ １
ＦｉΔ ｉ （ｇ）

其中 Δ ｉ 为广义位移。由最小总势能原理

δＥ ｐ ＝
Ｅ ｐ
Δ ｉ
δΔ ｉ ＝ ０

由于变分 δΔ ｉ 的独立性，可得
Ｅ ｐ
Δ ｉ
＝ ０　 （ｉ ＝ １，２，…，ｎ）

代入式（ｇ），得
Ｕ０
Δ ｉ
＝ Ｆｉ （７－２２）

上式（７－２２）说明，当应变能 Ｕ０ 可用广义位移表示［Ｕ０ ＝Ｕ０（Δ ｉ）］时，则广义力
由Ｕ０（Δ ｉ）／ Δ ｉ 给出，此即卡氏第一定理。
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例 ７－２　 设有受分布荷载集度为 ｑ（ｘ）作用的简支梁（图 ７－５）。试用最小
总势能原理导出梁的挠曲线方程。

　 图 ７－５

解：为简便计，略去切应力对应变能的

贡献。

δＥ ｐ ＝ δ（Ｕ － Ｗ）＝ ０

于是有 　 Ｕ ＝ Ｕ０ ｄｘｄｙｄｚ ＝ １２Ｅ σ２ｘｄｘｄｙｄｚ
其中

σ ｘ ＝
Ｍｙ
Ｉ
，　 Ｍ ＝ － ＥＩ

ｄ２ｗ
ｄｘ２
，　 Ｉ ＝ ｙ２ ｄｚｄｙ

由此

Ｕ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
ＥＩ
ｄ２ｗ
ｄｘ２( )

２

ｄｘ （ａ）

Ｗ ＝ ∫
ｌ

０
ｑｗｄｘ （ｂ）

根据 δＥ ｐ ＝ ０，变分量为 δｗ，注意到

δｗ′ ＝ δ
ｄｗ
ｄｘ( ) ＝ ｄ（δｗ）ｄｘ ＝ （δｗ）′

δＥＩ（ｗ″）２ ＝ ２ＥＩｗ″δ（ｗ″）＝ ２ＥＩｗ″（δｗ）″
故

δＥ ｐ ＝ ∫
ｌ

０
ＥＩｗ″（δｗ）″ｄｘ － ∫

ｌ

０
ｑδｗｄｘ （ｃ）

上式等号右边第一项积分利用两次分部积分，可得

∫
ｌ

０
ＥＩｗ″（δｗ）″ｄｘ ＝ ＥＩｗ″（δｗ）′ ｌ０ － （ＥＩｗ″）′δｗ

ｌ
０ ＋ ∫

ｌ

０
（ＥＩｗ″）″δｗｄｘ （ｄ）

对于简支端

（δｗ）０ ＝ （δｗ）ｌ ＝ ０
故将式（ｄ）代入式（ｃ），得

∫
ｌ

０
［（ＥＩｗ″）″ － ｑ］δｗｄｘ ＋ ＥＩｗ″（δｗ）′ ｌ０ ＝ ０

由 δｗ 的任意性，得梁的挠曲线方程
（ＥＩｗ″）″ － ｑ ＝ ０ （ｅ）

和自然边界条件

（ｗ″）０ ＝ （ｗ″）ｌ ＝ ０ （ｆ）
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§ ７－４　 虚应力原理

在 § ７－２ 中，讨论了在外力作用下处于平衡状态的变形体，当有微小虚位移

时，得出了外力的总虚功与物体内的总虚应变能相等的性质，并在考虑了物体弹

性本构关系后，直接导出了最小总势能原理。本节讨论处于同样状态的物体，当

应力分量有微小变化时的情况。为此，引进虚应力概念。所谓虚应力，是满足力

的平衡条件及指定的力的边界条件的、任意的、微小的应力。虚应力记作 δσ ｘ，

δσ ｙ，…，δτ ｚｘ。虚应力的特征是，它使改变后的应力分量

σ′ｘ ＝ σ ｘ ＋ δσ ｘ
σ′ｙ ＝ σ ｙ ＋ δσ ｙ
…………

τ′ｚｘ ＝ τ ｚｘ ＋ δτ ｚｘ











（ａ）

或

σ′ｉｊ ＝ σ ｉｊ ＋ δσ ｉｊ （ａ′）
仍满足平衡方程和应力边界条件，但并不要求满足变形协调方程。于是有

σ′ｘ
ｘ
＋
τ′ｘｙ
ｙ
＋
τ′ｘｚ
ｚ
＋ 珔Ｆ ｂｘ ＝ ０

τ ′ｘｙ
ｘ
＋
σ ′ｙ
ｙ
＋
τ ′ｙｚ
ｚ
＋ 珔Ｆ ｂｙ ＝ ０

τ ′ｘｚ
ｘ
＋
τ ′ｙｚ
ｙ
＋
σ ′ｚ
ｚ
＋ 珔Ｆ ｂｚ ＝ ０















（ｂ）

或

σ ′ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＝ ０

其中体力 Ｆ ｂｉ是给定的。于是，上式与产生虚应力以前的平衡方程相减后，可得

（δσ ｘ）

ｘ
＋
（δτ ｘｙ）

ｙ
＋
（δτ ｘｚ）

ｚ
＝ ０

（δτ ｘｙ）

ｘ
＋
（δσ ｙ）

ｙ
＋
（δτ ｙｚ）

ｚ
＝ ０

（δτ ｘｚ）

ｘ
＋
（δτ ｙｚ）

ｙ
＋
（δσ ｚ）

ｚ
＝ ０















（７－２３）

或
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（δσ ｉｊ），ｊ ＝ ０ （７－２３′）
物体 Ｖ 的表面分为两部分，即给定面力的部分表面 Ｓσ 和给定位移的部分表面
Ｓｕ。在 Ｓｕ 上，由于应力分量的变化，面力分量 ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 也随之变化。于是，在 Ｓｕ
上有

（σ ｘ ＋ δσ ｘ）ｌ１ ＋ （τ ｘｙ ＋ δτ ｘｙ）ｌ２ ＋ （τ ｘｚ ＋ δτ ｘｚ）ｌ３ ＝ ｐｘ ＋ δｐｘ
（τ ｙｘ ＋ δτ ｙｘ）ｌ１ ＋ （σ ｙ ＋ δσ ｙ）ｌ２ ＋ （τ ｙｚ ＋ δτ ｙｚ）ｌ３ ＝ ｐｙ ＋ δｐｙ
（τ ｚｘ ＋ δτ ｚｘ）ｌ１ ＋ （τ ｚｙ ＋ δτ ｚｙ）ｌ２ ＋ （σ ｚ ＋ δσ ｚ）ｌ３ ＝ ｐｚ ＋ δｐｚ
　 　 　 　 　 …………













（７－２４）

或

（σ ｉｊ ＋ δσ ｉｊ）ｎｊ ＝ ｐｉ ＋ δｐｉ
与原边界条件相减后，得

ｌ１δσ ｘ ＋ ｌ２δτ ｘｙ ＋ ｌ３δτ ｘｚ ＝ δｐｘ
………… } （７－２５）

或

δσ ｉｊ ｎ ｊ ＝ δｐｉ （７－２５′）
而在 Ｓσ 上有

ｌ１δσ ｘ ＋ ｌ２δτ ｘｙ ＋ ｌ３δτ ｘｚ ＝ ０

………… } （７－２６）

或

δσ ｉｊ ｎ ｊ ＝ ０ （７－２６′）
　 　 现在物体处在给定条件下的平衡状态，位移分量和应变分量分别为 ｕ，ｖ，ｗ
和 ε ｘ，ε ｙ，…，ε ｘｙ，且有

ε ｘ －
ｕ
ｘ
＝ ０，　 …，　 γ ｘｙ －

ｕ
ｙ
－ ｖ
ｘ
＝ ０　 （在 Ｖ 内） （７－２７）

ｕ － ｕ ＝ ０，　 …，　 ｗ － 珔ｗ ＝ ０　 　 　 　 （在 Ｓｕ 上） （７－２８）
如物体内的应力分量有一微小虚应力，则有


Ｖ

ε ｘ －
ｕ
ｘ( ) δσ ｘ ＋ ε ｙ － ｖｙ( ) δσ ｙ ＋ … ＋[
γ ｘｙ －

ｕ
ｙ
－ ｖ
ｘ( ) δτ ｘｙ] ｄＶ ＋


Ｓｕ

［（ｕ － ｕ）δｐｘ ＋ （ｖ － ｖ）δｐｙ ＋ （ｗ － 珔ｗ）δｐｚ］ｄＳ ＝ ０ （７－２９）

由分部积分和高斯散度定理，上式可化为
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Ｖ

ε ｘδσ ｘ ＋ ε ｙδσ ｙ ＋ … ＋ γ ｘｙδτ ｘｙ ＋
δσ ｘ
ｘ

＋
δτ ｘｙ
ｙ

＋
δτ ｚｘ
ｚ( ) ｕ ＋[

（…）ｖ ＋ （…）ｗ］ｄＶ －


Ｓσ

（ｕδｐｘ ＋ ｖδｐｙ ＋ ｗδｐｚ）ｄＳ － 
Ｓｕ

（ｕδｐｘ ＋ ｖδｐｙ ＋ 珔ｗδｐｚ）ｄＳ ＝ ０ （７－３０）

将式（７－２３）代入后，考虑到在 Ｓσ 上 δｐｉ ＝ ０ 上式简化为


Ｖ

（ε ｘδσ ｘ ＋ ε ｙδσ ｙ ＋ ε ｚδσ ｚ ＋ γ ｙｚδτ ｙｚ ＋ γ ｚｘδτ ｚｘ ＋ γ ｘｙδτ ｘｙ）ｄＶ －


Ｓｕ

（ｕδｐｘ ＋ ｖδｐｙ ＋ 珔ｗδｐｚ）ｄＳ ＝ ０ （７－３１）

或

∫Ｖε ｉｊδσ ｉｊｄＶ － ∫Ｓｕ ｕ ｉδｐｉｄＳ ＝ ０ （７－３１′）

如令 δＷ′为虚外力在实际位移上所做的总虚功

δＷ′ ＝ ∫Ｓｕ ｕ ｉδｐｉｄＳ
δＵ′为物体内的虚应力在实际应变上的总虚应变余能

δＵ′ ＝ ∫Ｖε ｉｊδσ ｉｊｄＶ
则有

δＷ′ ＝ δＵ′
　 　 上式（７－３１）表示虚应力原理


，又称虚余功原理，可表述为：当物体处于平衡

状态时，微小虚外力在真实位移上所做的总虚功，等于虚应力在真实应变上所完

成的总虚应变余能。显然，式（７－３１）成立的附加条件为
（δσ ｉｊ），ｊ ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 （在 Ｖ 内）
　 　 δｐｉ ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 （在 Ｓσ 上）

　 　 由以上讨论可以看出，虚应力原理和虚位移原理在形式上是互补的。和虚
位移原理一样，虚应力原理的成立也与材料的本构关系无关。

应当指出，在虚位移原理中包含了实际的外力和内力，因而可理解为，虚位

移原理是对系统平衡的要求，而虚应力原理则包含有实际的位移和应变，所以可

把虚应力原理看作是对物体变形协调的要求。实际上由虚应力原理的变分方程

（７－３１）不难导出变形协调方程，这就是说，式（７－３１）等价于应变协调条件。于
是，按式（７－３１）解题时，对于所设解答，不必预先满足变形协调条件，而只须使
虚应力 δσ ｉｊ满足物体的平衡和应力边界条件。
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［标注 ７－６：

关于虚应力

原理的思

考题］



§ ７－５　 最小总余能原理

由虚应力原理可直接导出最小总余能原理。为了避免混乱，今后把用应变

表示的弹性应变能函数 Ｕ（ε ｉｊ）称为应变能函数，或应变能；而把用应力表示的应
变余能函数称为余应变能函数，或应变余能


（或应力能


），记做 Ｕ′（σ ｉｊ）。如在虚
应力原理中引进广义胡克定律，并认为应变状态是有势的，即应变分量可由余应

变能函数导出。即

ε ｉｊ ＝
Ｕ′０ （σ ｉｊ）

σ ｉｊ
由 δＵ′０ ＝ ε ｉｊδσ ｉｊ及式（４－９），得

δＵ′０ ＝
１
Ｅ
［σ ｘδσ ｘ ＋ σ ｙδσ ｙ ＋ σ ｚδσ ｚ － ν（σ ｘδσ ｙ ＋

　 　 　 　 σ ｙδσ ｘ ＋ σ ｙδσ ｚ ＋ σ ｚδσ ｙ ＋ σ ｚδσ ｘ ＋ σ ｘδσ ｚ）］＋

１
Ｇ
（τ ｘｙδτ ｘｙ ＋ τ ｙｚδτ ｙｚ ＋ τ ｚｘδτ ｚｘ）　

总应变余能的变分为

δＵ′ ＝ 
Ｖ

δＵ′０ （σ ｉｊ）ｄＶ ＝ 
Ｖ

ε ｉｊδσ ｉｊｄＶ

于是式（７－３１′）化为


Ｖ

δＵ′０ （σ ｉｊ）ｄＶ － 
Ｓｕ

ｕ ｉδｐｉｄＳ ＝ ０

当有虚应力时，在边界 Ｓｕ 上，位移分量保持不变。于是，可把上式中的变分符号
放在积分号外，即有

δ 
Ｖ

Ｕ′０ （σ ｉｊ）ｄＶ － 
Ｓｕ

（ｕｐｘ ＋ ｖｐｙ ＋ 珔ｗｐｚ）ｄＳ[ ]
＝ δ（Ｕ′ － Ｗ）＝ ０ （７－３２）

或

δ 
Ｖ

Ｕ′０ （σ ｉｊ）ｄＶ － 
Ｓｕ

（ｐｉｕｉ）ｄＳ[ ] ＝ ０ （７－３２′）

显然，在此情况下，附加条件为

σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 （在 Ｖ 内）

σ ｉｊ ｎ ｊ － 珋ｐｉ ＝ ０　 　 　 　 　 　 　 　 （在 Ｓσ 上）
（７－３３）
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如令 Ｅ′ｐ 为物体的总余能，即

Ｅ′ｐ ＝ 
Ｖ

Ｕ′０ （σ ｉｊ）ｄＶ － 
Ｓｕ

（ｕｐｘ ＋ ｖｐｙ ＋ 珔ｗｐｚ）ｄＳ （７－３４）

则有

δＥ′ｐ ＝ ０ （７－３２″）
　 　 上式（７－３２）说明，在所有满足平衡方程和应力边界条件（即，静力许可）的
应力场中，真实的应力场使总余能取极值。

进一步分析可以证明

δ２Ｅ′ｐ ≥０
故得下列最小总余能原理


：在所有满足平衡方程和应力边界条件的应力场中，真

实的应力场使物体的总余能取最小值。

最小总余能原理以及最小势能原理都适用于线性、非线性弹性体。

我们知道，物体的真实的应力场既满足平衡方程、应力边界条件，又满足变

形协调条件。由最小总余能原理知道，真实的应力场，满足平衡方程和应力边界

条件，还满足使总余能取最小值的条件。可见，最小总余能原理与变形协调条件

等价，实际上，通过直接变换，可由变分方程（７－３２）导出变形协调方程。
下面指出最小总余能原理的一种特殊情况。若在全部表面上给定面力，则

面力的变分等于零，由式（７－３４），得
δＥ′ｐ ＝ δＵ′＝ ０ （７－３５）

变分方程（７－３５）称为最小功定理


：若物体的面力给定，则在所有满足平衡

方程和边界条件的应力场中，真实的应力场使余应变能取最小值。对于线弹性

体，余应变能与应变能相等，故式（７－３５）又称为最小应变能定理。


此时有

δＵ ＝ ０ （７－３６）
如将最小总余能原理用于线弹性力学问题，则不难导出熟知的卡氏第二定


理。


实际上，如假定线性弹性结构上受 ｎ 个未知广义力 Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｎ 的作用，并
认为结构的内力已由广义力表示，则系统的总余能为

Ｅ′ｐ ＝ Ｕ′（Ｆ１，Ｆ２，…，Ｆｎ）－
ｎ

ｉ ＝ １
ＦｉΔ ｉ （７－３７）

其中，Δ ｉ 为与广义力 Ｆｉ 相对应的广义位移。由最小总余能原理，有

δＥ′ｐ ＝ ０ ＝
ｎ

ｉ ＝ １

Ｅ′ｐ
Ｆｉ
δＦｉ

由于变分 δＦｉ 的独立性，则得 ｎ 个独立的方程
Ｅ′ｐ
Ｆｉ
＝ ０　 （ｉ ＝ １，２，…，ｎ） （７－３８）
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于是，由式（７－３７），得

Δ ｉ ＝
Ｕ′
Ｆｉ
　 （ｉ ＝ １，２，…，ｎ） （７－３９）

式（７－３９）即卡氏第二定理


。

Ｃａｓｔｉｇｌｉａｎｏ，Ａ．（１８４７—１８８４）

卡斯 蒂 利 亚 诺 （Ｃａｓｔｉｇｌｉａｎｏ，Ａ．），

１８４７ 年 １１ 月生于意大利米兰，１８８４ 年

１０ 月在米兰逝世。卡斯蒂利亚诺是一

位优秀的结构工程师。起初他用能量法

研究结构的计算，他的全部精力都放在

研究工作中，著名的卡氏定理是他首先

给出的。可惜劳累过度，英年早逝。

例 ７－３　 用卡氏第二定理求图 ７－６ 所示简单拉伸杆的伸长。

　 图 ７－６

解：对简单拉伸杆，有

σ ｘ ＝
Ｆ
Ａ
，　 ε ｘ ＝

σ ｘ
Ｅ

Ｕ′０ ＝ ∫
σｘ

０
ε ｘｄσ ｘ ＝ ∫

σｘ

０

σ ｘ
Ｅ
ｄσ ｘ ＝

σ ２ｘ
２Ｅ
＝ Ｆ

２

２Ａ２Ｅ
总余能

Ｕ′（Ｆ）＝ ∫ＶＵ′０ ｄＶ ＝
Ｆ２

２Ａ２Ｅ
·ＡＬ ＝

ｌ
２ＡＥ
Ｆ２

由卡氏第二定理

Δ ｉ ＝
Ｕ′
Ｆｉ

得杆的伸长为

Δ ＝
Ｕ′
Ｆ
＝
ｌＦ
ＡＥ
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§ ７－６　 利用位移变分原理的近似解法

　 　 上述几种能量原理可分为三种类型：虚位移原理和最小总势能原理属于位
移变分原理①；虚应力原理和最小总余能原理属于应力变分原理；还有所谓混合

型的一般变分原理。本节讨论利用位移变分原理的近似解法。

当给定面力和几何约束条件时，可以利用位移变分原理来求解。此时，应力

边界条件与位移边界条件为已知，但根据虚位移原理或最小势能原理，其变分方

程（７－１３）和（７－２０）均等价于平衡方程和应力边界条件，故如采用式（７－１３）或
式（７－２０）求解，则选取的位移函数，无须预先满足应力边界条件，而只须满足位
移边界条件。如选取位移函数为

ｕ ＝ ｕ０ ＋
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋｕｋ（ｘ，ｙ，ｚ）

ｖ ＝ ｖ０ ＋
ｎ

ｋ ＝ １
ｂｋ ｖｋ（ｘ，ｙ，ｚ）

ｗ ＝ ｗ０ ＋
ｎ

ｋ ＝ １
ｃｋｗｋ（ｘ，ｙ，ｚ）













（７－４０）

式中，ａｋ，ｂｋ，ｃｋ 为未知待定的任意常数，ｕ０，ｖ０，ｗ０ 满足位移边界条件，即

ｕ０ ＝ ｕ，　 ｖ０ ＝ ｖ，　 ｗ０ ＝ｗ　 （在 Ｓｕ 上）
而 ｕｋ，ｖｋ，ｗｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｎ）为坐标的线性独立的设定函数，且满足

ｕｋ ＝ ｖｋ ＝ｗｋ ＝ ０　 （ｋ ＝ １，２，…，ｎ）　 （在 Ｓｕ 上）
这样不论系数 ｎ 如何取值，位移函数总能满足位移边界条件。

对位移取一阶变分时，只须对系数 ａｋ，ｂｋ，ｃｋ 取一阶变分，即

δｕ ＝
ｎ

ｋ ＝ １
δａｋｕｋ，　 δ ｖ ＝

ｎ

ｋ ＝ １
δｂｋ ｖｋ，　 δｗ ＝

ｎ

ｋ ＝ １
δ ｃｋｗｋ

将式（７－４０）代入虚位移原理的变分方程式（７－１３）或代入最小势能原理的变分
方程式（７－２０），由 δａｋ，δｂｋ，δｃｋ 的任意性，都可得到用以确定全部系数的线性代
数方程组。

例如，将式（７－４０）代入式（７－２０），可得

－
ｎ

ｋ ＝ １

Ｕ０
ａｋ
δａｋ ＋

Ｕ０
ｂｋ
δｂｋ ＋

Ｕ０
ｃｋ
δ ｃｋ( ) ＋ 

Ｖ

δａｋｕｋＦ ｂｘｄＶ ＋[
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① 参见有关文献，例如参考文献［１６］。




Ｖ

δｂｋ ｖｋＦ ｂｙｄＶ ＋ 
Ｖ

δｃｋｗｋＦ ｂｚｄＶ ＋ 
Ｓσ

δａｋｕｋ ｐｘｄＳ ＋


Ｓσ

δｂｋ ｖｋ ｐｙｄＳ ＋ 
Ｓσ

δ ｃｋｗｋ ｐｚｄＳ] ＝ ０
计及 δａｋ，δｂｋ，δｃｋ 的任意性，整理后得

Ｕ０
ａｋ
＝ 

Ｖ

ｕｋＦ ｂｘｄＶ ＋ 
Ｓ
σ

ｕｋ ｐｘｄＳ

Ｕ０
ｂｋ
＝ 

Ｖ

ｖｋＦ ｂｙｄＶ ＋ 
Ｓ
σ

ｖｋ ｐｙｄＳ

Ｕ０
ｃｋ
＝ 

Ｖ

ｗｋＦ ｂｚｄＶ ＋ 
Ｓ
σ

ｗｋｐｚｄＳ

















（７－４１）

上式（７－ ４１）中，Ｕ０ 为应变能函数，对线弹性材料，则是 ａｋ，ｂｋ，ｃｋ 的二次函数。

因而式（７－４１）为系数 ａｋ，ｂｋ，ｃｋ 的线性代数方程组。方程的个数为 ３ｎ，与未知数

的个数相等，故可由式（７－４１）确定全部系数 ａｋ，ｂｋ 和 ｃｋ，从而由式（７－４０）可求
出位移分量。式（７－４１）或写成下列形式

Ｕ０
ａｋ
＝ ０

Ｕ０
ｂｋ
＝ ０

Ｕ０
ｃｋ
＝ ０















（ｋ ＝ １，２，…，ｎ） （７－４１′）

这一方法称为里茨（Ｒｉｔｚ，Ｗ ）法。


适当地选择函数 ｕ０，ｖ０，ｗ０ 和 ｕｋ，ｖｋ，ｗｋ，以及项数 ｎ，可以得到精确度较高的
位移解。如将求得的位移解，代入用位移表示的应力表达式（５－６），即

σ ｘ ＝ ２Ｇ
ｕ０
ｘ
＋

ｎ

ｉ ＝ １
ａｋ
ｕｋ
ｘ
＋ ν
１ － ２ν

ｕ０
ｘ
＋
ｖ０
ｙ
＋
ｗ０
ｚ
＋[{

　 　 
ｎ

ｋ ＝ １
ａｋ
ｕｋ
ｘ
＋ｂｋ
ｖｋ
ｙ
＋ｃｋ
ｗｋ
ｚ( ) ] }

σ ｙ ＝……

　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 …………















（７－４２）

由此即可求出对应的应力分量的近似解。

通常近似解的精度往往因取导数而降低，所以应力近似解的精度一般都较
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差。这是因为，应力分量并不精确地满足平衡方程，而是只满足了平衡方程与一

个加权函数 ｕｉ 乘积的积分为零的条件

δ ∫Ｖ （σ ｉｊ，ｊ＋Ｆ ｂｉ）ｕｉｄＶ－ ∫Ｓσ （σ ｉｊ ｎ ｊ－ｐｉ）ｕｉｄＳ[ ] ＝ ０ （ａ）

为了提高精度，可增加式（７－４０）中的总和号下的项数。当 ｎ→∞则解应趋于精
确解。

现在讨论另一种方法。

如选取位移函数时，使其不仅满足位移边界条件，而且也满足应力边界条

件，则变分方程（７－１３）或（７－２０）为

δＵ ＝ δＷ （７－４３）

其中

δＵ ＝ ∫Ｖ
Ｕ０
ε ｉｊ
δε ｉｊｄＶ ＝ ∫Ｖσ ｉｊδｕｉ，ｊｄＶ ＝ ∫Ｓσ ｉｊ ｎ ｊδｕｉｄＳ － ∫Ｖσ ｉｊ，ｊδｕｉｄＶ
δＷ ＝ ∫ＶＦ ｂｉδｕｉｄＶ ＋ ∫Ｓ ｐｉδｕｉｄＳ

由于 ｐｉ ＝σ ｉｊ ｎ ｊ（在 Ｓσ 上），δｕｉ ＝ ０（在 Ｓｕ 上），得

∫Ｖ（σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ）δｕｉｄＶ ＝ ０ （７－４４）

即


Ｖ

σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋
τ ｘｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｘ( ) δｕ ＋ （…）δｖ ＋ （…）δｗ[ ] ｄＶ＝ ０　 （７－４４′）

注意到 δｕｉ ＝
ｎ

ｋ ＝ １
δａｉｋ ｕｉｋ 　 　 　 （δｕｉ ＝ δｕ，δ ｖ，δｗ）

即 
Ｖ

（σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ）
ｎ

ｋ ＝ １
δａｉｋ ｕｉｋｄＶ ＝ ０ （７－４５）

（ｉ ＝ １，２，３；　 ａｉｋ ＝ ａｋ，ｂｋ，ｃｋ；　 ｕｉｋ ＝ ｕｋ，ｖｋ，ｗｋ）

此式展开为 ３ 个方程，则每个含有 ｎ 个积分，其中 δａｉｋ为任意值，故如该式成立，
则只有每个积分都等于零。

注意到 δａｉｋ与 ｘ，ｙ，ｚ 无关，可放在积分号外，并考虑到 δａｉｋ的独立性和任意

性，故有 ∫Ｖ（σ ｉｊ，ｊ ＋ Ｆ ｂｉ）ｕｉｋｄＶ ＝ ０　 （ｉ 不求和） （７－４６）
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∫Ｖ
σ ｘ
ｘ
＋
τ ｘｙ
ｙ
＋
τ ｘｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｘ( ) ｕｋｄＶ ＝ ０

∫Ｖ
τ ｘｙ
ｘ
＋
σ ｙ
ｙ
＋
τ ｙｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｙ( ) ｖｋｄＶ ＝ ０

∫Ｖ
τ ｘｚ
ｘ
＋
τ ｙｚ
ｙ
＋
σ ｚ
ｚ
＋ Ｆ ｂｚ( ) ｗｋｄＶ ＝ ０















（７－４６′）

（ｋ ＝ １，２，…，ｎ）
在上式中，各应力分量可用位移分量表示。由于位移分量是系数 ａｋ，ｂｋ，ｃｋ 的线
性函数，故式（７－４６）为该系数的线性方程组。求解之后，代入式（７－４０），便可
求得各位移分量。这一方法称为伽辽金（Ｇａｌｅｒｋｉｎ，Ｂ Ｇ ）法。



Ｒｉｔｚ，Ｗ．（１８７８—１９０９）

里茨（Ｒｉｔｚ，Ｗ．），１８７８ 年 ２ 月生于瑞士，

他的父亲是一位著名的艺术家。１８９７ 年进

入苏黎世技术学校学习工程学科。他和爱

因斯坦是同班同学，数学物理都学得很好。

后来致力于数理问题计算方法的研究，里茨

法就是他的杰作。但 １９０４ 年开始健康状况

不好，停止了研究工作。１９０９ 年 ２ 月英年

早逝。　

Ｇａｌｅｒｋｉｎ，Ｂ．Ｇ．（１８７１—１９４５）

　 　 伽辽金（Ｇａｌｅｒｋｉｎ，Ｂ．Ｇ．），１８７１ 年 ２ 月

生于白俄罗斯明斯克，１９０８ 年开始在圣

彼得堡理工学院任教，１９１５ 年 Ｇａｌｅｒｋｉｎ

发表了解微分方程的近似解方法，即所谓

Ｇａｌｅｒｋｉｎ 方法。１９２３ 年任圣彼得堡理工

学院土木工程学院院长。１９３４ 年获技术

科学和数理科学两个博士学位，１９３６ 年

当选为苏联科学院院士。曾被授予中将

军衔。后来健康逐渐恶化，于 １９４５ 年 ７

月二战胜利前夕在莫斯科逝世，享年

７４ 岁。　
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例 ７－４　 设有长度为 ｌ 的简支梁，受均布荷载 ｑ 作用，试求梁的挠度 ｖ（ｘ）
（图 ７－７ａ）。

解：

１）用里茨法。
① 假定位移函数为

ｖ（ｘ）＝ ｃ１ｘ（ｌ－ｘ）＋ｃ２ｘ
２
（ｌ２ －ｘ２）＋… （ａ）

显然，上式（ａ）满足边界条件
ｖ（０）＝ ｖ（ｌ）＝ ０

今仅取式（ａ）的第一项，则由最小势能原理有
　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｅ ｐ ＝ Ｕ － Ｗ

＝ ∫
ｌ

０

ＥＩ
２
ｄ２ ｖ
ｄｘ２( )

２

－ ｑｖ[ ] ｄｘ
＝ ∫

ｌ

０

ＥＩ
２
［（－ ２ｃ１）

２ － ｃ１ｑｘ（ｌ － ｘ）］ｄｘ

由

Ｅ ｐ
ｃ１
＝ ０

　 图 ７－７

可得

ｃ１ ＝
ｑｌ２

２４ＥＩ
将 ｃ１ 代入式（ａ），得梁的挠度为

ｖ ＝
ｑｌ４

２４ＥＩ
ｘ
ｌ
－
ｘ２

ｌ２( ) （ｂ）

其跨中的最大挠度为

ｖｍａｘ ＝
ｑｌ４

９６ＥＩ
初等理论解为

ｖｍａｘ ＝
ｑｌ４

７６ ８ＥＩ
（７－４７）

可见，误差为 １７％。如取式（ａ）的前两项，

则可得 ｃ１ ＝
ｑｌ２

２４ＥＩ
，ｃ２ ＝

ｑ
２４ＥＩ

，于是有

ｖ ＝
ｑｌ２ｘ
２４ＥＩ

（ｌ－ｘ）＋
ｑｘ２

２４ＥＩ
（ｌ－ｘ）２ （ｃ）
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上式（ｃ）给出的最大位移与初等理论的解相等。
② 再假定位移函数为下列三角级数

ｖ ＝ ａ１ ｓｉｎ
πｘ
ｌ
＋ａ２ ｓｉｎ

２πｘ
ｌ
＋…＋ａｎ ｓｉｎ

ｎπｘ
ｌ
＋… ＝

∞

ｎ ＝ １
ａｎ ｓｉｎ

ｎπｘ
ｌ

（ｄ）

其中 ａｎ 为待定系数，即梁的挠度曲线将由一组正弦曲线叠加而成（图 ７－７ｂ）。
此时，最小势能原理的总势能 Ｅ ｐ 仍为

Ｅ ｐ ＝ ∫
ｌ

０

ＥＩ
２
ｄ２ ｖ
ｄｘ２( )

２

ｄｘ － ∫
ｌ

０
ｑｖｄｘ （ｅ）

而其中等号右边第一项的被积函数为

ｄ２ ｖ
ｄｘ２
＝ －ａ１

π２

ｌ２
ｓｉｎ
πｘ
ｌ
－４ａ２

π２

ｌ２
ｓｉｎ
２πｘ
ｌ
－９ａ３

π２

ｌ２
ｓｉｎ
３πｘ
ｌ
－… ＝ －

∞

ｎ ＝ １
ａｎ
ｎ２π２

ｌ２
ｓｉｎ
ｎπｘ
ｌ

将上式代入式（ｅ），并注意到

∫
ｌ

０
ｓｉｎ２

ｎπｘ
ｌ
ｄｘ ＝

ｌ
２

∫
ｌ

０
ｓｉｎ
ｎπｘ
ｌ
ｓｉｎ
ｍπｘ
ｌ
ｄｘ ＝ ０　 （ｍ ≠ ｎ）

得

Ｅ ｐ ＝
ＥＩπ ４

４ｌ３ 
∞

ｎ ＝ １
ｎ４ａ２ｎ －

２ｑｌ
π 

∞

ｎ ＝ １，３，５，…

ａｎ
ｎ

（７－４８）

根据里茨法，有

Ｅ ｐ
ａｎ
＝ ０ （ｆ）

当 ｎ 为奇数时，有
２ＥＩπ４

４ｌ３
ｎ４ａｎ－

２ｑｌ
ｎπ
＝ ０

当 ｎ 为偶数时，有
２ＥＩπ４

４ｌ３
ｎ４ａｎ ＝ ０

由此，ｎ 为奇数时，得

ａｎ ＝
４ｑｌ４

ＥＩｎ５π５

ｎ 为偶数时，得
ａｎ ＝ ０

于是，梁的挠曲线可写为
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ｖ ＝
４ｑｌ４

ＥＩπ ５ ｎ ＝ １，３，５，…
１
ｎ５
ｓｉｎ
ｎπｘ
ｌ

（７－４９）

级数式（７－４９）收敛很快，一般地说，取前两项即已足够精确。
梁中点处的最大挠度为

ｖｍａｘ ＝
４ｑｌ４

ＥＩπ５
１－
１
３５
＋
１
５５
…( )

当取级数的第一项时，有

ｖｍａｘ ＝
ｑｌ４

７６ ６ＥＩ
与初等理论的解 ｖｍａｘ相比，误差为 ０ ２６％。

２）用伽辽金法
用伽辽金法解题，要求设定位移函数既满足位移边界条件又满足力的边界

条件。在这种情况下，位移边界条件为

ｖ ｘ ＝ ０
ｘ ＝ ｌ
＝ ０

力的边界条件为

ｖ″ ｘ ＝ ０
ｘ ＝ ｌ
＝ ０

① 首先考虑多项式形式的位移函数。
由于一次、二次多项式不满足位移和力的边界条件，三次多项式不满足对称

性要求，故选取下列四次多项式

ｖ ＝ ａ１ｘ
４ ＋ａ２ｘ

３ ＋ａ３ｘ
２ ＋ａ４ｘ＋ａ５ （ｇ）

于是

ｖ″＝ １２ａ１ｘ
２ ＋６ａ２ｘ＋２ａ３

由 ｘ ＝ ０，ｖ ＝ ｖ″＝ ０，得
ａ３ ＝ ａ５ ＝ ０

由 ｘ ＝ ｌ，ｖ ＝ ｖ″＝ ０，得
ａ２ ＝ －２ａ１ ｌ，　 ａ４ ＝ ａ１ ｌ

３

由此得

ｖ ＝ ａ１（ｘ
４ －２ｌｘ３ ＋ｌ３ｘ） （ｈ）

此时式（７－４６）化为


Ｖ

τ ｘｙ
ｘ
＋ Ｆ ｂｙ( ) ｖｋｄＶ ＝ ０

即
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∫
ｌ

０

Ｆ Ｓｘ
ｘ
＋ ｑ( ) ｖｋｄｘ ＝ ０ （ｉ）

此处 ｖｋ ＝ ｘ
４ －２ｌｘ３ ＋ｌ３ｘ，于是有

∫
ｌ

０
（－ ＥＩｖ（４） ＋ ｑ）（ｘ４ － ２ｌｘ３ ＋ ｌ３ｘ）ｄｘ ＝ ０ （ｊ）

即有

ＥＩｖ（４）＝ ｑ
ＥＩ·２４ａ１ ＝ ｑ

由此得 ａ１ ＝ ｑ ／ ２４ＥＩ，及

ｖ ＝
ｑ
２４ＥＩ

（ｘ４ －２ｌｘ３ ＋ｌ３ｘ） （ｋ）

此解正好与初等理论的解相同。

② 取位移函数为三角级数

ｖ ＝
∞

ｉ ＝ １
ａｉ ｓｉｎ

ｉπｘ
ｌ

（ｌ）

显然，此函数能满足全部边界条件

ｖ（０）＝ ｖ″（０）＝ ｖ（ｌ）＝ ｖ″（ｌ）＝ ０
此时式（ｉ）化为

∫
ｌ

０
ＥＩ 

∞

ｉ ＝ １
ａｉ －

ｉπ
ｌ( )

４

ｓｉｎ
ｉπｘ
ｌ[ ] ｓｉｎ ｉπｘｌ ｄｘ ＋ ∫

ｌ

０
ｑｓｉｎ

ｉπｘ
ｌ
ｄｘ ＝ ０

注意到三角函数的正交性，上式化为

－ＥＩａｉ
ｉπ
ｌ( )

４

·
１
２
－ ｑ

ｌ
ｉπ
ｃｏｓ
ｉπｘ
ｌ( )

ｌ

０

＝ ０

由此可得

ａｉ ＝
４ｑｌ４

ＥＩ（ｉπ）５

ｖ ＝
４ｑｌ４

ＥＩπ ５ 
∞

ｉ ＝ １，３，…

１
ｉ５
ｓｉｎ
ｉπｘ
ｌ

这一结果与里茨法结果相同。但在计算过程中可以不必计算结构的总势能，而

直接由平衡方程开始，较为简便。

§ ７－７　 利用应力变分原理的近似解法

如前所述，利用虚应力原理和最小总余能原理来求弹性力学问题的近似解
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由式（ｉ）到式
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时，要以应力分量作为独立变量进行变分，所选的应力场，必须是静力许可的应

力场，即满足平衡方程和应力边界条件，而变形协调条件则无须预先满足，在求

解具体问题时，可能会碰到两种边值问题：一种是给定面力，一种是给定位移。

当给定面力时，则将 δｐｘ ＝ δｐｙ ＝ δｐｚ ＝ ０ 代入变分方程；如给定位移，则应力的变分

应满足式（７－２３），再由式（７－２５）求出 δｐｘ，δｐｙ，δｐｚ 之后代入应力变分方程进行
计算。在此情况下，仍可用里茨法或伽辽金法求近似解。

如取应力分量为下列多项式：

σ ｘ ＝ σ
０
ｘ ＋

ｍ
Ａｍσ

ｍ
ｘ

σ ｙ ＝ σ
０
ｙ ＋

ｍ
Ａｍσ

ｍ
ｙ

…………

τ ｚｘ ＝ τ
０
ｚｘ＋

ｍ
Ａｍτ

ｍ
ｚｘ















（７－５０）

其中 σ０ｘ，σ
０
ｙ，…，τ

０
ｚｘ是选定的满足平衡方程和应力边界条件的函数，σ

ｍ
ｘ，σ

ｍ
ｙ，…，

τｍｚｘ是选定的满足体力为零的平衡方程及面力为零的应力边界条件的函数，这

样，不管系数 Ａｍ 如何取值时，式（７－５０）的 σ ｘ，σ ｙ，…，τ ｚｘ总能满足平衡方程和应
力边界条件。

如前所述，对式（７－５０）中应力分量的变分，只有用对系数 Ａｍ 的变分来实

现，而 σ０ｘ，σ
０
ｙ，…，τ

０
ｚｘ及 σ

ｍ
ｘ，σ

ｍ
ｙ，…，τ

ｍ
ｚｘ等，则只是给定的坐标 ｘ，ｙ，ｚ 的函数，与应

力的变分无关，即

δσ ｘ ＝σ
ｍ
ｘ δＡｍ

δσ ｙ ＝σ
ｍ
ｙ δＡｍ

…………

δτ ｚｘ ＝τ
ｍ
ｚｘδＡｍ













（７－５１）

于是，当全部表面上给定面力时，由最小功定理，有

δＵ′＝ ０

δＵ′＝
Ｕ′
Ａ１
δＡ１ ＋

Ｕ′
Ａ２
δＡ２ ＋…＋

Ｕ′
Ａｍ
δＡｍ ＝ ０

由 δＡ１，δＡ２，…，δＡｍ 任意性，可得

Ｕ′
Ａ１
＝ ０，　

Ｕ′
Ａ２
＝ ０，　 …，　

Ｕ′
Ａｍ
＝ ０ （７－５２）

从而得出关于常数 Ａｍ 的线性代数方程组。由此，容易得出 Ａ１，Ａ２，…，Ａｍ。

如给定位移边界条件，则由 δＥ′ｐ ＝ ０，可得
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δＵ′ ＝ 
Ｓｕ

（珔ｕδｐｘ ＋ 珋ｖδｐｙ ＋ 珔ｗδｐｚ）ｄＳ （ａ）

在式（ａ）等号右边，珔ｕ，珋ｖ 和 珔ｗ 为已知，则由式（７－５１）及δσ ｉｊ ｎ ｊ ＝ δｐｉ，可求得


Ｓｕ

（珔ｕδｐｘ ＋ 珋ｖδｐｙ ＋ 珔ｗδｐｚ）ｄＳ ＝
ｍ
ＤｍδＡｍ （ｂ）

其中 Ｄｍ 为常数；另一方面

δＵ′＝
ｍ

Ｕ′
Ａｍ
δＡｍ （ｃ）

于是，将式（ｂ），（ｃ）代入式（ａ），并注意到 δＡｍ 的任意性，得

Ｕ′
Ａｍ
＝Ｄｍ （７－５３）

式（７－５３）仍为线性代数方程组。
由以上讨论可知，应用应力变分原理时，选定的应力场要满足平衡方程和应

力边界条件的要求，往往是不易做到的。但是，对于某些问题，应力分量是用应

力函数表示的，而应力函数表示的应力分量总能满足平衡方程。这样，我们选定

应力函数的表达式，使其给出的应力分量满足边界条件，困难就减少了，从而可

扩大应力变分原理的用途。

§ ７－８　 有 限 元 法

解弹性力学问题本质上是求解偏微分方程边值问题。由于问题的复杂性，

人们往往采取各种近似方法或渐近方法来求解。有限差分法就是用差分方程逼

近所研究问题的微分方程的近似方法。在这里用有限差分关系式代替导数，就

可以用代数方程来近似表示微分方程，以便于使用近代计算手段进行数值求解。

本节将介绍有限元法


，它是应用更加广泛的一种数值计算法，这种方法可以十分

方便地用电子计算机实现。目前，已有多种有效的功能齐全的计算软件可供

使用。

本节将从变分原理引出有限元法的基本概念。在前面讨论的变分方法中，

实际上是把求解弹性微分方程边值问题化为求某一泛函近似最小的问题。例

如，在最小总势能原理中，变分方程（７－２０）除了满足给定几何边界条件外，它完
全等价于平衡方程与应力边界条件。就是说，用最小势能原理和用泛定方程求

解边值问题只是形式上的不同。

物体的总势能为：

９３１§ ７－８　 有限元法 　 　

［标注 ７－１１：

对式（ｂ）的

说明］



Ｅ ｐ ＝ ∫Ｖ
１
２
ε ｉｊ ｃｉｊｋｌε ｋｌ － Ｆｉｕｉ( ) ｄＶ － ∫Ｓσ ｐｉｕｉｄＳ （７－５４）

为了以后讨论方便，将应力矢量、应变矢量、位移矢量等均用矩阵符号表

示，即

Ｅ ｐ ＝ ∫Ｖ
１
２
εＴＣε － ｕＴＦ( ) ｄＶ － ∫ＳσｕＴｐｄＳ （７－５５）

以下，把体积域分成有限个单元，并把上式写成

Ｅ ｐ ＝
ｍ

ｉ ＝ １
Ｅ ｐｎ 　 （ｉ ＝ １，２，…，ｍ） （７－５６）

其中 ｍ 为所分割成的单元数，而

Ｅ ｐｉ ＝ ∫Ｖｉ
１
２
εＴＣε － ｕＴＦ[ ] ｄＶ － ∫

（Ｓσ）ｉ

ｕＴｐｄＳ （７－５７）

此处 Ｖｉ，（Ｓσ）ｉ 分别表示第 ｉ 个单元的区域和它上的应力边界那一部分。显然，
若物体的位移场是连续的，则一个单元的 ｕ，与所有相邻单元在它们公共边界上
的值是相同的。所以式（７－５７）就和式（７－５５）形式相似，是第 ｉ 个单元的势能。
就是说，物体整体的总势能可以用 ｍ 个单元体的势能的总和来计算。这就是
说，有限元法的理论根据就是最小总势能原理。同样地，也可从最小总余能原

理，乃至广义变分原理等都可导出各种类型的有限元法。以下，将以最小总势能

原理来说明有限元法的概念。有兴趣的读者可参阅专门的有限元法著作（参考

文献［２４］）。

　 图 ７－８

现以平面问题为例给出有限元法的基本思路。设

有一给定形状和所占区域的平面应力问题，现将其划分

为若干个三角形单元，取出其中第 ｉ 个单元，它的 ３ 个
顶点分别为 ｌ，ｍ，ｎ（图 ７－８）。三角形的顶点称为节点，
我们将设法将三角形内部的值用节点上的值表示。最

简便的办法是选用线性插值函数，目的是使得沿三角形

任一边上位移的变化都是线性的。于是，由于节点上的

位移相等，所以边界上的位移也必然相等。

单元的每一个节点的位移有 ２ 个分量，例如对于节点 ｌ 有

ｕｌｉ( ) ＝
ｕｌ１
ｕｌ２( ) （７－５８）

而该单元 ｉ 的 ３ 个节点的 ６ 个位移分量可表示成

０４１ 　 　 第七章 　 能量原理及其应用



ｕ ＝

ｕｌｉ
ｕｍｉ
ｕｎｉ













　 （ｉ ＝ １，２） （７－５９）

ｉ 单元内部任一点的位移 ｕｉ 可由节点位移 ｕ 唯一确定
（ｕｉ）＝ Ａｕ （７－６０）

其中矩阵 Ａ 中的元素是该点坐标 ｘｊ 的函数。
选取这一函数要考虑到，将相应节点坐标代入后可以得到该节点的位移，并

能保证相邻单元边界上位移的连续性。为此，选取 ｘｊ 的线性函数
ｕｉ ＝ α ｉ＋β ｉｊ ｘ ｊ 　 （ｊ ＝ １，２） （７－６１）

其中 α ｉ 和 β ｉｊ在单元 ｉ 中保持常数，上式（７－６１）在 ３ 个节点处的展开形式为

ｕｌｉ ＝ α ｉ＋β ｉ１ｘ
ｌ
１ ＋β ｉ２ｘ

ｌ
２

ｕｍｉ ＝ α ｉ＋β ｉ１ｘ
ｍ
１ ＋β ｉ２ｘ

ｍ
２

ｕｎｉ ＝ α ｉ＋β ｉ１ｘ
ｎ
１ ＋β ｉ２ｘ

ｎ
２

}（ｉ ＝ １，２） （７－６２）

考虑到三角形的面积为

Ｓ△ ＝
１
２

１　 ｘｌ１ 　 ｘ
ｌ
２

１　 ｘｍ１ 　 ｘ
ｍ
２

１　 ｘｎ１ 　 ｘ
ｎ
２

则可得有限单元 ｉ 中任意点的位移分量为

ｕｉ ＝
１
２Ｓ△
［（ａｌ＋ｂｌ ｘ１ ＋ｃ

ｌ ｘ２）ｕ
ｌ
ｉ＋（ａ

ｍ＋ｂｍ ｘ１ ＋ｃ
ｍ ｘ２）ｕ

ｍ
ｉ ＋

（ａｎ＋ｂｎ ｘ１ ＋ｃ
ｎ ｘ２）ｕ

ｎ
ｉ］ （７－６３）

其中

ａｌ ＝ ｘｍ１ ｘ
ｎ
２ －ｘ

ｎ
１ ｘ
ｍ
２，　 ｂ

ｌ ＝ ｘｍ２ －ｘ
ｎ
２，　 ｃ

ｌ ＝ ｘｎ１ －ｘ
ｍ
１

其余系数可由循环置换角标 ｌ，ｍ，ｎ 而得到。
求出单元所有点上的位移后，便不难确定应变分量

ε＝Ｂｕ （７－６４）
或

ε＝
ε１１
ε２２
γ１２











＝


ｘ１

０

０

ｘ２


ｘ２


ｘ１





















ｕ１
ｕ２( ) （７－６５）
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［标注 ７－１２：

对 Ｂ 矩阵的

说明］



在平面应力情况下，有

σ＝Ｃε （７－６６）

Ｃ ＝
λ＋２μ λ ０
λ λ＋２μ ０
０ ０ μ











＝
Ｅ
１－ν２

１ ν ０
ν １ ０

０ ０
１－ν
２















（７－６７）

在平面应变情况下，只须按前述规则代换弹性常数 ν 和 λ 即可。此外，不难给出
下列关系式

σ＝Ｄｕ （７－６８）
此处 Ｄ 称为应力矩阵，即

Ｄ ＝ＣＢ ＝
Ｅ

２ＳΔ（１－ν
２
）

ｂｌ νｃｌ ｂｍ νｃｍ ｂｎ νｃｎ

νｂｌ ｃｌ νｂｍ ｃｍ νｂｎ ｃｎ

１－ν
２
ｃｌ
１－ν
２
ｂｌ
１－ν
２
ｃｍ

１－ν
２
ｂｍ

１－ν
２
ｃｎ
１－ν
２
ｂｎ














（７－６９）

显然，用以上公式所描述的单元的应力、应变状态，可以看成是节点力作用

的结果，节点力与单元边界上的应力必须是静力等效的。

节点力可以写成列向量

ＦＲ ＝

ＦｌＲｉ
ＦｍＲｉ
ＦｎＲｉ













　 （ｉ ＝ １，２） （７－７０）

于是 ｉ 单元的势能的一次变分的另一形式为

δＥ ｐｉ ＝ （δｕ）
Ｔ∫ＳＢＴＣＢｕｈｄｘｄｙ － （δｕ）ＴＦＲ （７－７１）

由 δＥ ｐｉ ＝ ０，得
ＦＲ ＝Ｂ

ＴＣＢｕｈＳ△ （７－７２）
其中 Ｓ△为单元面积，ｈ 为单元厚度。上式即

ＦＲ ＝Ｋ０ｕ （７－７３）
其中

Ｋ０ ＝Ｂ
ＴＣＢｈＳ△

Ｋ０ 称为单元刚度矩阵
，且可写成下列展开的形式

Ｋ０ ＝

Ｋ ｌｌ０ Ｋ ｌｍ０ Ｋ ｌｎ０
Ｋｍｌ０ Ｋｍｍ０ Ｋｍｎ０
Ｋ ｎｌ０ Ｋ ｎｍ０ Ｋ ｎｎ０













（７－７４）
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此处，每一个子阵均为 ２×２ 维。例如 Ｋ ｌｍ０ 为

Ｋ ｌｍ０ ＝Ｂ
ｌＴＣＢｍｈＳ△ （７－７５）

现在我们来考虑外力。若作用在物体上的外力为集中力，则在划分单元时，

应使这些力作用在单元网格的节点上。若外力为分布力，则应以静力等效集中

力来代替。这样，节点上的外力矢量为 Ｆ，其相应位移矢量为 ｕ，则有

δΕｐ ＝ （δｕ）
Ｔ∫ＳＢＴＣＢｕｈｄｘｄｙ － （δｕ）ＴＦ （７－７６）

由 δＥ ｐ ＝ ０，得
Ｆ ＝Ｋｕ （７－７７）

此处 Ｋ 为总刚度阵


，其中任一元素可表示为

Ｋ ｒｓ ＝Ｋ ｒｓ０
式中的求和号表示在节点 ｒ 和 ｓ 所连接的全部单元上求和。而矩阵 Ｋ ｒｓ０ 由式（７－

７５）求出。
由此可见，有限元法就是当在单元内部给定机动许可的位移场时，寻求使物

体的总势能为最小的位移场。从而不难想象到，有限元法与里茨法有相似之处，

其差别仅在于选择位移函数上。里茨法中位移函数是用整体范围内的某些参数

给出的，而在有限元法中，它是由单元范围内的节点位移给出的。位移函数的任

一变更影响的范围差别很大。因而，里茨法仅适用于简单形状的物体，而有限元

法，则只须在划分单元时，选用简单的便于分析的单元形状。

下面给出主要计算步骤：

（１）将结构离散化，划分单元并编号；
（２）写出单元刚度矩阵；
（３）形成总体刚度矩阵；
（４）移置结构荷载；
（５）引入支承条件；
（６）解总体平衡方程组；
（７）计算结果整理。

本章复习要点

　 　 １． 单位体积的应变能为

Ｕ０ ＝ ∫
ε ｉｊ

０
σ ｉｊｄε ｉｊ

而单位体积的应变余能（又称为应力能）为

３４１本章复习要点 　 　



Ｕ′０ ＝ ∫
σ ｉｊ

０
ε ｉｊｄσ ｉｊ

两者之间的关系为：

（１）应变能与应变余能是互补的；
（２）在线弹性时两者相等。
２． 虚位移原理可表示为：物体平衡的充要条件是，对于任一微小虚位移，有

δＵ ＝ δＷ
与虚应力原理的表述和含义不同。

３． 最小总势能原理与最小总余能原理的表述：
δＥ ｐ ＝ ０，　 δＥ′ｐ ＝ ０

４． 由最小总势能原理导出的卡氏第一定理：

Ｆｉ ＝
Ｕ
Δ ｉ

由最小总余能原理导出的卡氏第二定理：

Δ ｉ ＝
Ｕ′
Ｆｉ

５． 里茨法与伽辽金法都是基于最小总势能原理的近似解法。
６． 有限元法可以认为是变分原理的近似解法，其精确度随着离散化后的网

格增密而提高。

思　 考　 题

　 　 ７－１　 虚位移和虚应力是什么含义？
７－２　 虚位移原理为什么和材料性质无关？
７－３　 为什么说最小总势能原理等价于平衡方程和应力边界条件？
７－４　 用最小总余能原理求得应力的近似解后，能否由此求出位移分量？为什么？
７－５　 里茨法与伽辽金法的近似性表现在哪里？
７－６　 如果弹性体处于运动状态，则由达朗贝尔（ｄ’Ａｌｅｍｂｅｒｔ，Ｊ ｌｅ Ｒ ）原理，能否建立起

一个弹性体运动的变分方程［称为哈密顿（Ｈａｍｉｌｔｏｎ，Ｗ Ｒ）变分原理］？

习　 　 题

　 　 ７－１　 试证：


Ｖ

１
２
σ ｉｊ（ｕｉ，ｊ ＋ ｕｊ，ｉ）ｄＶ ＝ ∫Ｓσ ｉｊ ｎ ｊ ｕｉｄＳ － 

Ｖ

σ ｉｊ，ｊ ｕ ｉｄＶ
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７－２　 试证明虚位移与虚应力原理是下列高斯散度定理的特殊情况：


Ｖ

σ ｉｊε ｉｊｄＶ ＝ 
Ｖ

Ｆｂｉ ｕ ｉｄＶ ＋ ∫Ｓσ ｐｉ ｕｉｄＳ ＋ ∫Ｓｕ ｐｉ ｕｉｄＳ
７－３　 试证明图示悬臂梁的应变能公式为

Ｕ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
ＥＩ（ｗ″）２ ｄｘ

及

Ｅｐ ＝
１
２ ∫

ｌ

０
ＥＩ（ｗ″）ｄｘ－ ∫

ｌ

０
ｑ（ｘ）ｗｄｘ－Ｍｗ′（ｌ）＋Ｆｗ（ｌ）

并说明其附加条件。

题 ７－３ 图

７－４　 试给出图示结构的余能表达式。

题 ７－４ 图

７－５　 试用卡氏第二定理求图示三杆桁架中 Ａ 点的位移。

答案：Δ ＝
Ｆｌ

ＡＥ（１＋２ｃｏｓ３α）
。

７－６　 试给出极坐标系下平面应力状态的应变能表达式。

答案：Ｕ０（ε ｉｊ）＝
Ｅ

２（１－ν２）
ε３ρ ＋ε

２
φ ＋２νερεφ ＋（１－ν）γ

２
ρφ[ ]

７－７　 设有图示悬臂梁右端受 Ｆ 作用，如取挠曲线为
ｗ ＝ ａｘ２ ＋ｂｘ３

试求 ａ，ｂ 的值。

答案：ａ ＝
Ｆｌ
２ＥＩ
，ｂ ＝ －

Ｆ
６ＥＩ
。

５４１习题 　 　



题 ７－５ 图

　 　

题 ７－７ 图
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第八章

柱体的扭转

§ ８－１　 问题的提出　 基本关系式

本章研究弹性柱体的扭转问题。这类问题在航空、土建及机械工程中是常

见的。所谓柱体的扭转，是指圆柱体和棱柱体只在端部受到扭矩的作用，且扭矩

矢量与柱体的轴线 ｚ 的方向相重合。
圆形截面柱体的扭转，在材料力学课程中已经进行过讨论。其特点是扭转

变形前后的截面都是圆形（图 ８－１），而且每一个截面只作刚体转动，在小变形
条件下，没有轴向位移，即 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）＝ ０。这样，变形后，截面的半径及柱体长度
基本不变。

图 ８－１

非圆形截面柱体的情况要复杂得多。由于截面的非轴对称形式，在扭转过

程中，截面不再保持为平面，而发生了垂直于截面的翘曲变形，即 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）≠０。
函数 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）称为翘曲函数


。图 ８－２ 为矩形截面柱体的扭转示意图。本章主

要讨论棱柱体的扭转问题。

图 ８－２

以下以截面为任意形状的柱体扭转为例，写出扭转问题的基本方程式。设

有任意的等截面柱体，受扭矩 Ｔ 作用，如图 ８－３ 所示。
为了求解扭转问题，要适当选取坐标系，对于有两个对称轴的截面，坐标原

点应选在两个对称轴的交点，即对称中心处。对于扭转问题，柱体的侧面为自由



图 ８－３

表面，其边界条件为

σ ｘ ｌ＋τ ｘｙｍ ＝ ０

τ ｘｙ ｌ＋σ ｙｍ ＝ ０

τ ｚｘ ｌ＋τ ｙｚｍ ＝ ０
} （８－１）

其中，ｌ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ），ｍ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）。在端部有

τ ｚｘｄＡ ＝ ０
τ ｚｙｄＡ ＝ ０
σ ｚｄＡ ＝ ０
σ ｚ ｘｄＡ ＝ ０
σ ｚ ｙｄＡ ＝ ０
（τ ｘｚｙ － τ ｙｚｘ）ｄＡ ＝ Ｔ





















（８－２）

　 图 ８－４

根据圣维南半逆解法所作的假定，认为截面的

翘曲变形与 ｚ 无关，即各截面的翘曲都一样。这就是
说，翘曲函数 ｗ 仅为 ｘ，ｙ 的函数，即

ｗ ＝ ｆ（ｘ，ｙ） （８－３）
此外，假定柱体发生变形后，截面只有绕 ｚ 轴的刚体
转动，并且单位长度的扭转角 φ 是一个常数。

若截面上距扭转中心 Ａ 为 ρ 的任一点Ｐ（ｘ，ｙ）扭
转后移到 Ｐ′（ｘ－ｕ，ｙ＋ｖ）（图 ８－４），且 ｚ ＝ ０ 平面没有
转动只有翘曲，Ｐ 点位移的 ｘ，ｙ 方向的分量为

ｕ ＝ －（ρφｚ）ｓｉｎ α ＝ －ｙφｚ
ｖ ＝（ρφｚ）ｃｏｓ α ＝ ｘφｚ } （８－４）
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其中 α 为 ＡＰ 与 ｘ 轴所成的角。由于截面总扭转角与该截面到坐标原点的
距离成正比，故 ＡＰ 的转角为 φｚ。将式（８ － ３）、式（８ － ４）代入应变位移关系式
后，得

ε ｘ ＝ γ ｘｙ ＝ ε ｙ ＝ ε ｚ ＝ ０

γ ｚｘ ＝
ｗ
ｘ
－ｙφ

γ ｚｙ ＝
ｗ
ｙ
＋ｘφ













（８－５）

由广义胡克定律，化为

σ ｘ ＝σ ｙ ＝σ ｚ ＝ τ ｘｙ ＝ ０

τ ｚｘ ＝Ｇ
ｗ
ｘ
－ｙφ( ) ＝Ｇγ ｚｘ

τ ｚｙ ＝Ｇ
ｗ
ｙ
＋ｘφ( ) ＝Ｇγ ｚｙ













（８－６）

平衡方程（不计体力）化为

τ ｚｘ
ｚ
＝ ０

τ ｚｙ
ｚ
＝ ０

τ ｚｘ
ｘ
＋
τ ｚｙ
ｙ
＝ ０















（８－７）

将式（８－６）中 τ ｚｘ的表达式对 ｙ 微分，τ ｚｙ的表达式对 ｘ 微分后相减，可得用应
力表示的应变协调方程，即

τ ｚｘ
ｙ
－
τ ｚｙ
ｘ
＝ －２Ｇφ （８－８）

于是，任意形状截面的柱体扭转时的应力，可根据边界条件由式（８－７）和式
（８－８）求得。

上述问题的解，可采用应力函数法。为此，如取一个函数 ψ（ｘ，ｙ），使得

τ ｚｘ ＝
ψ
ｙ
，　 τ ｚｙ ＝ －

ψ
ｘ

（８－９）

此处 ψ 称为普朗特（Ｐｒａｎｄｔｌ，Ｌ．）应力函数


，显然，式（８－９）满足平衡方程。
而应变协调方程（８－８）化为

２ψ ＝
２ψ
ｘ２
＋ 

２ψ
ｙ２
＝ －２Ｇφ （８－１０）

９４１§ ８－１　 问题的提出 　 基本关系式 　 　

［标注 ８－１：

对方程（８－８）

的说明］



由此得出，应力函数 ψ 应当满足上述偏微分方程（８－１０），这种形式的方程
称为泊松方程


。

考虑到式（８－６），侧面边界条件式（８－１）简化为

τ ｚｘ ｌ＋τ ｚｙｍ ＝ ０ （８－１１）
侧面外法线方向余弦

ｌ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｘ）＝
ｄｙ
ｄｓ

ｍ ＝ ｃｏｓ（ｎ，ｙ）＝ －
ｄｘ
ｄｓ










（８－１２）

其中 ｘ ＝ ｘ（ｓ），ｙ ＝ ｙ（ｓ），并且在图 ８－３ 所示的微元中 ｓ 增加时 ｙ 增加，而 ｘ 减少。
故在 ｄｘ，ｄｙ 前冠以正负号来表示这种关系。将式（８－９）和式（８－１２）代入式（８－
１１）得出在边界上应有

ψ
ｙ
ｄｙ
ｄｓ
＋ ψ
ｘ
ｄｘ
ｄｓ
＝
ｄψ
ｄｓ
＝ ０ （８－１３）

或

ψ ＝常数
上式说明，沿柱体任意的边界曲线，应力函数 ψ（ｘ，ｙ）为一任意常数。因为

此问题只限于 ψ 的一阶导数，即切应力分量，所以，将常数取为零无损于一般
性，即有

ψ ＝ ０　 （沿周边 Ｃ） （８－１４）
而任一点的切应力为

τ ＝ τ２ｚｘ＋τ
２

槡 ｚｙ ＝
ψ
ｙ( )

２

＋ ψ
ｘ( )槡

２

（８－１５）

或

τ ＝ ｜ ｇｒａｄ ψ ｜
或

τ ＝
ψ
ｎ

此处 ｎ 为 ψ（ｘ，ｙ）等值线的法线方向，τ 的方向为沿 ψ（ｘ，ｙ）等值线的切线方向，
因而 ψ（ｘ，ｙ）等值线也称切应力线。结合式（８－１４）可知边界上切应力方向必须
与边界的切线一致，故周界线 Ｃ 本身也是一条切应力线。

对于给定的 φ 值，不难由方程（８－１０）和（８－１４）唯一地确定应力函数 ψ。从
而由式（８－９）求出应力，从式（８－６）求出应变，以及翘曲函数 ｆ。但我们注意到，
由式（８－６）和式（８－９），有

０５１ 　 　 第八章 　 柱体的扭转



γ ｚｘ ＝
ｕ
ｚ
＋ 
ｗ
ｘ
＝
１
Ｇ
ψ
ｙ

γ ｚｙ ＝
ｗ
ｙ
＋ 
ｖ
ｚ
＝ －
１
Ｇ
ψ
ｘ

当通过积分来求位移函数和翘曲函数时，所得结果中，总含有表示刚体位移的积

分常数。所以，位移函数和翘曲函数可准确到一个附加常数的范围内。

按上述方法求得的应力分布还应满足端部条件，即

Ｔ ＝ 
Ａ

（τ ｚｙ ｘ － τ ｚｘ ｙ）ｄｘｄｙ

＝ － ｘ ψｘ ｄｘｄｙ － ｙ
ψ
ｙ
ｄｘｄｙ

＝ － ∫ｄｙ∫ｘ ψｘ ｄｘ － ∫ｄｘ∫ｙ
ψ
ｙ
ｄｙ

其中 Ａ 为截面面积。上式分部积分后，得

Ｔ ＝ － ∫ｄｙｘψ
ｘ２

ｘ１

＋ ψｄｘｄｙ － ∫ｄｘｙψ
ｙ２

ｙ１

＋ ψｄｘｄｙ
因在边界上 ψ ＝ ０，ｘ１，ｘ２，ｙ１，ｙ２ 为侧面的点。故得

Ｔ ＝ ２ψｄｘｄｙ （８－１６）

上式表示，如在截面上每一点有一个 ψ（ｘ，ｙ）值，则扭矩 Ｔ 为 ψ 曲面下所包体积
的 ２ 倍。

由以上讨论得出，如能找到一个函数 ψ。其在边界上的值为零，在截面内满
足方程（８－１０），则截面的切应力分布及扭矩就都可求得。

扭矩 Ｔ 除以单位长度扭角 φ 得到的因子称为抗扭刚度


。抗扭刚度是一个

有用的概念，通常记作 Ｋ ｔ。

§ ８－２　 矩形截面柱体的扭转

作为例子，现在来讨论矩形截面柱体的扭转。问题的求解应首先求得应力

函数 ψ，有了函数 ψ 以后，便不难进一步求得切应力 τ ｚｘ、τ ｚｙ和扭矩 Ｔ。
由以上讨论知道，应力函数 ψ 在矩形区域 ＡＢＣＤ 内（图 ８－５）满足泊松方程

２ψ ＝ －２Ｇφ
在边界上，即当 ｘ ＝ ±ａ，ｙ ＝ ±ｂ，有

ψ ＝ ０
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　 图 ８－５

其中 ａ，ｂ 为截面长和宽的一半（图 ８－５）。
由数学物理方程知道，上述问题为泊松方程的第

一边值问题，或狄里克雷（Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ，Ｐ．Ｇ．Ｌ．）问题


。在

该问题的定义域是单连通区域的情况下，这类问题的

解可假定有下列形式

ψ ＝ψ０ ＋ψ１ （８－１７）
其中 ψ０ 为泊松方程的特解，ψ１ 是相应齐次方程的
解，即

２ψ０ ＝ －２Ｇφ
２ψ１ ＝ ０

一旦求得 ψ０，则变为对下列狄里克雷问题的求解：
２ψ１ ＝ ０

ψ１ ＝ －ψ０（在边界上）
ψ０ 可取为

ψ０ ＝ －（ｙ
２ －ｂ２）Ｇφ

而 ψ１ 为一调和函数，应满足下列边界条件
ψ１ ＝ ０

ψ１ ＝Ｇφ（ｙ
２ －ｂ２）

　 （当 ｙ ＝ ±ｂ）
　 （当 ｘ ＝ ±ａ）} （８－１８）

今取 ψ１ 为下列函数形式

ψ １ ＝
∞

ｎ ＝ ０
Ｘｎ（ｘ）Ｙｎ（ｙ） （８－１９）

由

２ψ１ ＝
∞

ｎ ＝ ０
（Ｘ″ｎＹｎ＋Ｙ″ｎＸｎ）＝ ０

有

Ｘ″ｎＹｎ ＝ －Ｙ″ｎＸｎ
或写成

Ｘ″ｎ
Ｘｎ
＝ －
Ｙ″ｎ
Ｙｎ

上式等号左边仅为 ｘ 的函数，右边仅为 ｙ 的函数。故只能等于常数 ｋ２ｎ，于是有
Ｘ″ｎ ＝ ｋ

２
ｎＸｎ，　 Ｙ″ｎ ＝ －ｋ

２
ｎ Ｙｎ （８－２０）

由此可得

Ｘｎ ＝Ｃ１ｎ ｓｈ ｋｎ ｘ＋Ｃ２ｎｃｈ ｋｎ ｘ

Ｙｎ ＝Ｃ３ｎ ｓｉｎ ｋｎ ｙ＋Ｃ４ｎｃｏｓ ｋｎ ｙ} （８－２１）

２５１ 　 　 第八章 　 柱体的扭转



其中 Ｃ１ｎ，Ｃ２ｎ，Ｃ３ｎ，Ｃ４ｎ是应由边界条件来确定的常数。边界条件式（８－１８），在 ｘ
＝ ±ａ 上有

ψ１
ｙ
＝

∞

ｎ ＝ ０
Ｘｎ（ｘ）Ｙ′ｎ（ｙ）＝ ２Ｇφｙ （８－２２）

由上式可以看出，Ｘｎ（ｘ）Ｙ′ｎ（ｙ）是 ｙ 的奇函数，所以有 Ｃ３ｎ ＝ ０，又由式（８－１８）可以
看出，ｘ ＝ ±ａ 时，有

ψ１ ＝Ｇφ（ｙ
２ －ｂ２）＝ 

∞

ｎ ＝ ０
Ｘｎ（ｘ）Ｙｎ（ｙ） （８－２３）

可见，Ｘｎ（ｘ）是关于 ｙ 轴的对称函数，由此得 Ｃ１ｎ ＝ ０，于是有

ψ１ ＝
∞

ｎ ＝ ０
Ｃ４ｎｃｏｓ ｋｎ ｙＣ２ｎｃｈ ｋｎ ｘ

　 ＝
∞

ｎ ＝ ０
Ａｎｃｏｓ ｋｎ ｙｃｈ ｋｎ ｘ （８－２４）

因 ｙ ＝ ±ｂ，ψ１ ＝ ０，故
ｃｏｓ ｋｎ ｂ ＝ ０

ｋｎ ＝
ｎπ
２ｂ

ｎ 为奇数。于是，得到应力函数 ψ 为

ψ ＝ －（ｙ２ －ｂ２）Ｇφ＋ 
∞

１，３，５，…
Ａｎｃｈ

ｎπｘ
２ｂ
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ

（８－２５）

上式第一项按级数展开，得

－（ｙ２ －ｂ２）Ｇφ ＝
３２ｂ２

π３
Ｇφ 

∞

１，３，５，…

１
ｎ３
ｓｉｎ
ｎπ
２
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ

从而有

ψ ＝
３２ｂ２

π３
Ｇφ 

∞

１，３，５，…

１
ｎ３
ｓｉｎ
ｎπ
２
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ
＋ 

∞

１，３，５，…
Ａｎｃｏｓ

ｎπｙ
２ｂ
ｃｈ
ｎπｘ
２ｂ

＝ 
∞

１，３，５，…
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ
３２ｂ２Ｇφ
π３

ｓｉｎ
ｎπ
２
ｎ３

＋Ａｎｃｈ
ｎπｘ
２ｂ











因 ｘ ＝ ±ａ 时，ψ ＝ ０，代入上式，可得

Ａｎ ＝ －
３２ｂ２Ｇφ
π３

ｓｉｎ
ｎπ
２

ｎ３ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ

（８－２６）

将上式（８－２６）代入式（８－２５），得到
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ψ ＝ －Ｇφ ｙ２ － ｂ２ ＋
３２ｂ２

π ３ 
∞

１，３，５，…

ｓｉｎ
ｎπ
２

ｎ３ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ

ｃｈ
ｎπｘ
２ｂ
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ













（８－２７）

于是，由式（８－１６）得扭矩为

Ｔ ＝ ２
Ａ

ψｄｘｄｙ ＝ １６Ｇφａｂ３　 １
３
－ ６４ｂ
π ５ａ

∞

１，３，５，…

ｔｈ
ｎπａ
２ｂ
ｎ５











引进符号

α ＝ ｆ１
ｂ
ａ( ) ＝ １

３
－ ６４ｂ
π ５ａ

∞

１，３，５，…

ｔｈ
ｎπａ
２ｂ
ｎ５











（８－２８）

则

φ ＝
Ｔ

１６Ｇａｂ３α
＝
Ｔ
Ｋ ｔ

（８－２９）

其中，Ｋ ｔ ＝ １６αＧａｂ
３ ＝ αＧ（２ａ）（２ｂ）３，称为抗扭刚度。将式（８ － ２９）代入式（８ －

２７），得

ψ ＝ －
Ｔ

１６αａｂ３
ｙ２ － ｂ２ ＋

３２ｂ２

π ３ 
∞

１，３，５…

ｓｉｎ
ｎπ
２

ｎ３ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ

ｃｈ
ｎπｘ
２ｂ
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ













（８－３０）

从而可得切应力

　 　 τ ｚｘ ＝ τ ｘｚ ＝
ψ
ｙ

＝ －
Ｔ

１６αａｂ３
２ｙ －

１６ｂ
π ２ 

∞

１，３，５，…

ｓｉｎ
ｎπ
２

ｎ２ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ

ｃｈ
ｎπｘ
２ｂ
ｓｉｎ
ｎπｙ
２ｂ













　 　 τ ｚｙ ＝ τ ｙｚ ＝ －
ψ
ｘ

＝ －
Ｔ

１６αａｂ３
１６ｂ
π ２ 

∞

１，３，５…

ｓｉｎ
ｎπ
２

ｎ２ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ

ｓｈ
ｎπｘ
２ｂ
ｃｏｓ
ｎπｙ
２ｂ













（８－３１）

在 ｘ ＝ ０，ｙ ＝ ±ｂ 处切应力取得最大值，即
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　 　 　 　 ｜ τｍａｘ ｜ ＝
２Ｔ

１６αａｂ２
１ －

８
π ２ 

∞

１，３，５，…

１

ｎ２ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ











＝
Ｔ
８βａｂ２

＝
Ｔ

β（２ａ）（２ｂ）２
（８－３２）

其中

β ＝
α

１ －
８
π ２ 

∞

１，３，５，…

１

ｎ２ ｃｈ
ｎπａ
２ｂ











＝ ｆ２
ａ
ｂ( )

由 β ＝ ｆ２
ａ
ｂ( ) 及式（８－２８）α ＝ ｆ１ ａｂ( ) 可知，α 和 β 随 ａｂ 而变化，表 ８－１ 给出了不同

ａ
ｂ
时的 α 及 β 值。

表 ８－１

ａ ／ ｂ α β ａ ／ ｂ α β

１．０ ０．１４１ ０．２０８ ３．０ ０．２６３ ０．２６７
１．２ ０．１６６ ０．２１９ ４．０ ０．２８１ ０．２８２
１．５ ０．１９６ ０．２３１ ５．０ ０．２９１ ０．２９１
２．０ ０．２２９ ０．２４６ １０．０ ０．３１２ ０．３１２
２．５ ０．２４９ ０．２５８ ∞ ０．３３３ ０．３３３

由表 ８－１ 看出，当 ａ ／ ｂ 很大时，即对于很窄的矩形截面，α 和 β 值均趋于
１ ／ ３，此时式（８－２９）和式（８－３２）简化为

φ ＝
３Ｔ

Ｇ（２ａ）（２ｂ）３

和 τｍａｘ ＝
３Ｔ

（２ａ）（２ｂ）２
（８－３３）

其中 ２ａ 和 ２ｂ 分别为矩形截面的长和宽（图 ８－６）。

图 ８－６
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§ ８－３　 薄膜比拟法

以下将看出，弹性扭转问题用应力函数写出的微分方程，与表面受压力作用

的薄膜的挠度方程在形式上完全相似，因而求解扭转问题时，就可以用解张紧的

薄膜的挠度问题来比拟，即薄膜比拟


法。这样，对一些截面形状复杂的柱体扭转

就可以避开数学上的困难，而采用这种比拟的实验方法，求出扭转问题的解。

假定在一块板上开一个与柱体断面形状相同的孔（尺寸不必相同），孔上敷

以张紧的均匀薄膜，支持在边界上，则薄膜一侧受均匀压力作用时，各点就要发

生挠度（图 ８－７）。此时薄膜受均匀张力作用，其任一矩形微小单元 ａｂｃｄ 的边长
为 ｄｘ、ｄｙ，如令单位长度的张力为 ｓ，则在小挠度情况下，作用在 ａｂ 边上的张力
在 ｚ 方向的投影为

－ｓｄｙ
ｚ
ｘ

作用在 ｄｃ 边的张力在 ｚ 方向的投影为

ｓｄｙ
ｚ
ｘ
＋ 

２ ｚ
ｘ２
ｄｘ( )

同样可得 ａｃ 及 ｂｄ 边的张力在 ｚ 方向的投影分别为－ ｓｄｘ
ｚ
ｙ
和 ｓｄｘ

ｚ
ｙ
＋ 

２ ｚ
ｙ２
ｄｙ( ) 。

在不计薄膜重量时，ｓ 可认为常数。故薄膜的竖向平衡方程为

图 ８－７

－ｓｄｙ
ｚ
ｘ
＋ｓｄｙ

ｚ
ｘ
＋ 

２ ｚ
ｘ２
ｄｘ( ) －ｓｄｘ ｚｙ ＋
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ｓｄｘ
ｚ
ｙ
＋ 

２ ｚ
ｙ２
ｄｙ( ) ＋ｑｄｘｄｙ ＝ ０

即

２ ｚ
ｘ２
＋ 

２ ｚ
ｙ２
＝ －
ｑ
ｓ

（８－３４）

ｚ ＝ ０（沿边界线）
上式（８－３４）也是泊松方程，与方程（８－１０）比较，可知薄膜问题与扭转问题相
似，其各量之间的对应关系列入表 ８－２。

表 ８－２

薄膜问题 扭转问题

ｚ

１ ／ ｓ

ｑ
－ｚ ／ ｘ，ｚ ／ ｙ

２Ｖ

ψ
Ｇ

２φ

τ ｚｙ，τ ｚｘ
Ｔ

表 ８－２ 中 Ｖ 为薄膜下的体积。这就是说，膜的平衡位置 ｚ 与 ψ 曲面相似，膜
的等挠度线与切应力线相似，膜在任一点的坡度与相应的合切应力成比例。由

此得到结论：

（１）杆件上任一点的最大切应力的方向，就是薄膜上相应点处等挠度线在
该点的切线方向，其大小与过该点的切面沿法线方向的斜率成正比；

（２）薄膜的等挠度线与截面的等切应力线一致；
（３）薄膜挠曲面下的体积与扭矩成比例。

§ ８－４　 开口薄壁杆扭转问题的近似计算

对于具有窄长截面的杆，其自由扭转问题的解可利用薄膜比拟法。令杆的

横截面尺寸为：长度为 ｂ，宽度为 δ，坐标系 ｘ，ｙ 的原点取在截面中心处，ｘ 方向沿
宽度方向。可以认为薄膜形状沿截面的 ｂ 方向不变，在不计薄膜两端处的坡度
时，即可认为薄膜呈一柱面，于是有

ｚ
ｙ
＝ ０

而式（８－３４）则简化为
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ｄ２ ｚ
ｄｘ２
＝ －
ｑ
ｓ

（８－３５）

将上式积分两次后，考虑到边界条件（ｘ ＝ ０ 处，ｄｚ ／ ｄｘ ＝ ０；ｘ ＝ δ ／ ２处，ｚ ＝ ０），得

ｚ ＝
１
２
ｑ
ｓ

δ
２( )

２

－ｘ２[ ] （８－３６）

即薄膜挠度在 δ 方向为一抛物线。于是，薄膜下的体积为

Ｖ ＝
ｑｂδ３

１２ｓ
根据上节给出的比拟关系：ｑ 换成 ２φ，１ ／ ｓ 换成 Ｇ，因而扭矩的近似公式为

Ｔ ＝ ２Ｖ ＝
１
３
ｂδ３Ｇφ ＝ Ｉ ｔＧφ （８－３７）

其中 Ｉ ｔ ＝ ｂδ
３ ／ ３ 为薄矩形截面的截面二次极矩（极惯性矩）。已知

τ ｚｙ ＝ －
ｚ
ｘ
＝ ２Ｇφｘ （８－３８）

单位长度的转角由扭矩公式，得

φ ＝
３Ｔ
ｂδ３Ｇ

（８－３９）

由式（８－３８）可见，最大切应力发生在 ｘ 为最大值±δ ／ ２ 处，即最大切应力发生在
周边最靠近形心轴的点上，其值为

τｍａｘ ＝Ｇφδ ＝
３Ｔ
ｂδ２

（８－４０）

或

Ｔ ＝
１
３
ｂδ３τｍａｘ （８－４１）

对于如图 ８－８ 所示的由多个狭长矩形组成的开口薄壁


杆件，由薄膜比拟可

以想象，各矩形薄膜单独受相同压力作用后的形状与组合体中对应的矩形薄膜

变形后的形状除在结合处附近不同外，其余大部分区域相同。因此，对于截面为

多个窄条组成的杆的自由扭转，就可以看成是若干窄条截面扭转问题的解的

组合。

例 ８－１　 求工字形截面杆受扭矩 Ｔ 作用时的最大切应力（图 ８－８）。
解：将图示三个矩形窄条的抗扭刚度相加后，可得

φ ＝
Ｔ

Ｇ
１
３
ｂ１δ

３
１ ＋
２
３
ｂ２δ

３
２( )
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　 图 ８－８

＝
３Ｔ
Ｇ

１
ｂ１δ

３
１ ＋ｂ２δ

３
２

于是有

τｍａｘ ＝Ｇφδ ｉ ＝
３Ｔδ ｉ

ｂ１δ
３
１ ＋２ｂ２δ

３
２

（８－４２）

其中 δ ｉ 为 δ１，δ２ 中较大的一个。
应当指出，在图 ８－８ 中角点处将由于应力集中而产生

很大的应力，因而，将首先在这里进入塑性状态。实际工程

上，截面在此总做成圆角。

本章复习要点

　 　 １． 柱体扭转问题的特点是，对于非圆形截面柱体来说，在扭转过程中，柱体
截面要发生翘曲变形，即 ｗ（ｘ，ｙ，ｚ）≠０。

２． 普朗特应力函数 ψ 满足泊松方程

２ψ ＝
２ψ
ｘ２
＋ 

２ψ
ｙ２
＝ －２Ｇφ

３． 任一点上的切应力为

τ ＝ ｜ ｇｒａｄ ψ ｜

ψ 的等值线是切应力线。
４． 受张力的薄膜平衡问题与柱体扭转问题的基本方程相似。

思　 考　 题

　 　 ８－１　 为什么非圆形截面柱体受扭后，其截面要发生翘曲？

８－２　 截面的周边为什么也是一条切应力线？

８－３　 ２ψ ＝ －２Ｇφ 的成立有何约束条件？

８－４　 若要求解一个闭口截面杆的扭转问题，将遇到什么困难？有什么办法求解？

习　 　 题

　 　 ８－１　 试证柱体扭转时，任一横截面上的切应力方向与边界切线方向重合。提示：利用

柱体侧表面的自由边界条件容易得到。

８－２　 如有边长为 ａ 的正方形截面柱体和直径为 ａ 的圆截面柱体，试求各自的最大切应

９５１习题 　 　



力。哪一种截面的抗扭刚度较大？

８－３　 试求有图示形状的截面柱体的抗扭刚度。

答案：（ａ）Ｋ ｔ ＝ Ｇ（ｂ１ δ
３
１ ＋ｂ２ δ

３
２ ＋ｂ３ δ

３
３）；（ｂ）４．７２Ｇａ

４
。

题 ８－３ 图

８－４　 试证明 ψ ＝ Ａ（ρ２ －ａ２）既可以用来求解实心圆截面柱体也可解圆管的扭转问题。求

出用 Ｇφ 表示的 Ａ。

答案：Ａ ＝ －
１
２
Ｇφ。

８－５　 试求椭圆形截面受扭作用时的最大切应力。并比较圆形截面时的结果与材料力

学中得到的结果。

提示：取应力函数为

ψ ＝ ｋ
ｘ２

ａ２
＋
ｙ２

ｂ２
－１( )

ｋ 为任意常数，ａ，ｂ 为椭圆的长、短轴。

答案：τｍａｘ ＝
２Ｔ
πａｂ２

。
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书书书

第九章

薄板问题

§ ９－１　 基本概念与基本假定

在工程结构中，经常用板作为一种结构构件。由两个平行平面和垂直于这

两平面的柱面所围成的物体，称为平板，简称板。板的几何特点是其厚度远小于

其他两个方向的尺寸（图 ９－１）。

图 ９－１

板可分为薄板与厚板以及薄膜。所谓薄板，实际上是有一定厚度的板。通

常把满足下列条件的板算为薄板

１
１００
～
１
８０( ) ≤ δｂ ≤ １

８
～
１
５( )

其中 ｂ 为板的较小的边长，δ 为板的厚度。否则就是厚板
δ
ｂ
＞
１
８
～
１
５( ) 或薄膜

δ
ｂ
＜
１
１００
～
１
８０( ) 。采用薄板一词只是为了区别于厚板与薄膜。

板是一种主要抗弯扭的结构单元。厚度很小的薄膜，其抗弯扭的能力很低，

可认为其抗弯刚度等于零，而横向外荷载由轴向力———中面剪力来承担；当板的

厚度足够大时，其内部任一点的应力状态与三维物体类似，难以采用较多的简化

措施，所以厚板的分析要复杂得多。薄板具有中等厚度，可以进行简化，本章只

讨论这种薄板的小挠度理论（最大挠度与板厚之比在 １ ／ １０ ～ １ ／ ５ 或最大挠度与



最小边长之比不大于１ ／ ５０，可认为是小挠度理论的界限）。
对薄板小挠度理论，普遍采用以下基本假定：

（１）变形前垂直于中面的任一直线线段，变形后，仍为直线，并垂直于变形
后的弹性曲面，且长度不变。

（２）垂直于板中面方向的应力较小，可略去不计。
以上两项重要的假定称为基尔霍夫－勒夫假定


。其中，所谓中面是指平分

板厚的平面。显然，变形前的中面为与板的上下表面平行的平面。变形后，板发

生挠曲，中面变成了曲面，称之为弹性曲面，也称为变形后的中面，统称中面。

下面进一步分析这些假定的力学意义，并由此导出弹性薄板小挠度理论的

基本关系式。

上述第一条假定习惯上称为直法线假定，和材料力学中梁的弯曲理论中平

截面假定相似，图 ９－２ 是直法线假定的几何表示。图中给出了 ｙ ＝常数的截面。
其中，１ － １，２ － ２ 为两条垂直于中面的法线。变形前后都是与中面相垂直的直
线。于是可得

图 ９－２

γ ｘｚ ＝ ０
即
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ｗ
ｘ
＋ 
ｕ
ｚ
＝ ０　 或 　

ｕ
ｚ
＝ － 

ｗ
ｘ

（９－１）

同理，可给出 ｘ ＝常数的截面，同样由直法线假定，得

γ ｙｚ ＝ ０
即

ｗ
ｙ
＋ 
ｖ
ｚ
＝ ０　 或 　

ｖ
ｚ
＝ － 

ｗ
ｙ

（９－２）

由图 ９－２ 可知，距中面为 ｚ 处的 ＡＢ 层变形后变为 Ａ′Ｂ′，设 Ａ 点的横坐标为
ｘ，Ｂ 点的横坐标为 ｘ＋ｄｘ，则当 ｙ ＝常数，坐标为 ｘ 的 Ａ 点，变形后的位移为 ｕ。考
虑到 θ 为小量，故

ｕ ＝ －ｚｓｉｎ θ≈－ｚｔａｎ θ

ｔａｎ θ ＝
ｗ
ｘ

（ａ）

对于

ｕ ＝ －ｚ
ｗ
ｘ

（９－３）

此处 ｕ，ｗ 分别以指向 ｘ，ｚ 的正方向时为正，θ 以顺时针旋转为正。当 θ 为正时，
ｕ 为负。

同理，对于 ｘ ＝常数的截面，坐标为（ｙ，ｚ）的一点处的水平位移为

ｖ ＝ －ｚ
ｗ
ｙ

（９－４）

由以上两式可知，在中面（ｚ ＝ ０）处位移 ｕ 和 ｖ 均等于零。
第一项假定中的直法线长度不变可表示为

ε ｚ ＝
ｗ
ｚ
＝ ０ （９－５）

由此得到

ｗ ＝ｗ（ｘ，ｙ） （９－６）
即中面的挠度仅为 ｘ，ｙ 的函数。这就是说，垂直于中面的任一根法线上各点的
位移 ｗ 均相同。

第二项假定给出

σ ｚ ＝ ０ （９－７）
由此连同第一项假定中的 γ ｘｚ ＝ γ ｙｚ ＝ ε ｚ ＝ ０ 便可得到薄板弯曲的下列本构关系

３６１§ ９－１　 基本概念与基本假定 　 　

［标注 ９－１：

对式（ａ）的说明］



ε ｘ ＝
１
Ｅ
（σ ｘ－νσ ｙ）

ε ｙ ＝
１
Ｅ
（σ ｙ－νσ ｘ）

γ ｘｙ ＝
１
Ｇ
τ ｘｙ















（９－８）

由式（９－３），式（９－４）及式（９－６）可知，对于薄板问题来说，重要的是求薄板
的挠曲函数 ｗ（ｘ，ｙ）。

应当指出，第一章曾对弹性理论所作的基本假定仍然有效，例如材料的均匀

性、连续性、各向同性及小变形假定等。

Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ，Ｇ．Ｒ．（１８２４—１８８７）

基尔霍夫（Ｋｉｒｃｈｈｏｆｆ，Ｇ． Ｒ．），１８２４ 年生于

德国，１８８７ 年逝世。曾在海登堡大学和柏林大

学任物理学教授，他发现了电学中的“基尔霍

夫定律”，同时在弹性力学，特别是在薄板力学

问题研究中也做出了重要贡献。薄板弯曲理

论的基本假定是他和勒夫提出的。

Ｌｏｖｅ，Ａ．Ｅ．Ｈ．（１８６３—１９４０）

勒夫（Ｌｏｖｅ，Ａ． Ｅ． Ｈ．），１８６３ 年生于英国，

１９４０ 年逝世。牛津大学自然哲学教授，在数

学、弹性力学方面做出了杰出的贡献。例如他

和基尔霍夫共同给出了薄板的合理简化假定，

首先发现了在介质界面处弹性波的传播规律

（称为勒夫）。他所著《数学弹性理论》被译成

多种文字，公认为经典巨著。
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§ ９－２　 薄板弯曲的平衡方程

求解薄板弯曲问题时，由于采用了以上两条基本假定而使位移分量均可表

示为挠度 ｗ 的函数。从而，用位移（ｗ）作为基本未知量（即位移法）来求解有明
显的优点。以下讨论建立薄板弯曲的基本方程。

对于矩形板，采用图 ９－３ 所示的直角坐标系。如从其中取出一边长为 ｄｘ、
ｄｙ、δ 的微小单元，如图 ９－３ 所示，ａｂｃｄ 放大以后为图 ９－４ 所示的情况，此时，微
小单元的顶部有外荷载 ｑｄｘｄｙ 作用。底面为自由表面，其他四个表面有板的内
力作用。其中，在外法线与 ｘ 轴相平行的面上，有 σ ｘ，τ ｘｚ，τ ｘｙ作用。由以上假定
可知，应力 σ ｘ，τ ｘｚ，τ ｘｙ的分布均以中面为对称面，其中 σ ｘ、τ ｘｙ反对称分布，τ ｘｚ对称
分布（图 ９－４ａ），且分别合成弯矩 Ｍｘ、扭矩 Ｍｘｙ和横向剪力 Ｆ Ｓｘ（图 ９－４ｂ）。如果
Ｍｘ，Ｍｘｙ，Ｆ Ｓｘ等分别表示单位长度上的相应值，则有

图 ９－３

Ｍｘ ＝ ∫
δ
２

－ δ２

ｚσ ｘｄｚ，　 Ｍｙ ＝ ∫
δ
２

－ δ２

ｚσ ｙｄｚ （９－９）

Ｍｘｙ ＝Ｍｙｘ ＝ ∫
δ
２

－ δ２

ｚτ ｘｙｄｚ （９－１０）

Ｆ Ｓｘ ＝ ∫
δ
２

－ δ２

τ ｘｚｄｚ，　 Ｆ Ｓｙ ＝ ∫
δ
２

－ δ２

τ ｙｚｄｚ （９－１１）

现在设法将所得内力式（９－９）～式（９－１１）用位移函数 ｗ 来表示。为此，由
广义胡克定律式（９－８），有

σ ｘ ＝Ｅε ｘ＋νσ ｙ （ａ）
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图 ９－４

σ ｙ ＝Ｅε ｙ＋νσ ｘ （ｂ）
将上式（ｂ）代入式（ａ）中，得

σ ｘ ＝
Ｅ
１－ν２

（ε ｘ＋νε ｙ） （ｃ）

同理得

σ ｙ ＝
Ｅ
１－ν２

（ε ｙ＋νε ｘ） （ｄ）

类似地，有

τ ｘｙ ＝Ｇγ ｘｙ ＝
Ｅ

２（１＋ν）
γ ｘｙ ＝ τ ｙｘ （ｅ）

由应变位移方程，并考虑到式（９－３），式（９－４），有

ε ｘ ＝
ｕ
ｘ
＝ －ｚ

２ｗ
ｘ２

（９－１２）

ε ｙ ＝
ｖ
ｙ
＝ －ｚ

２ｗ
ｙ２

（９－１３）
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γ ｘｙ ＝
ｕ
ｙ
＋ 
ｖ
ｘ
＝ －２ｚ

２ｗ
ｘｙ

（９－１４）

由基本假定知

ε ｚ ＝ ０，　 γ ｘｚ ＝ γ ｙｚ ＝ ０
　 　 于是，有

σ ｘ ＝
Ｅ
１－ν２

（ε ｘ＋νε ｙ）＝ －
Ｅｚ
１－ν２

２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( )

σ ｙ ＝
Ｅ
１－ν２

（ε ｙ＋νε ｘ）＝ －
Ｅｚ
１－ν２

２ｗ
ｙ２
＋ν
２ｗ
ｘ２( )

τ ｘｙ ＝
Ｅ

２（１＋ν）
γ ｘｙ ＝ －

Ｅｚ
１＋ν

２ｗ
ｘｙ















（９－１５）

将式（９－１５）代入式（９－９）～式（９－１１）积分，可得

Ｍｘ ＝ －
Ｅδ３

１２（１－ν２）
２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( )

＝ －Ｄ
２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( ) （９－１６）

其中

Ｄ ＝
Ｅδ３

１２（１－ν２）
（９－１７）

称为薄板的抗弯刚度


。

同理有

Ｍｙ ＝ －Ｄ
２ｗ
ｙ２
＋ν
２ｗ
ｘ２( ) （９－１８）

Ｍｘｙ ＝ －
Ｅ
１＋ν

２ｗ
ｘｙ ∫

δ
２

－ δ２

ｚ２ ｄｚ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　

＝
Ｅδ３

１２（１＋ν）
２ｗ
ｘｙ

＝ －（１－ν）Ｄ
２ｗ
ｘｙ

（９－１９）

Ｍｘ，Ｍｙ，Ｍｘｙ，Ｆ Ｓｘ和 Ｆ Ｓｙ称为广义力。作用在微小单元上的力如图 ９－５ａ 所示。图
中给出了各力的正方向，或简单地用力矩矢量表示（图 ９－５ｂ）。

与以上广义力相对应的广义应变分别为

κ ｘ ＝ －
２ｗ
ｘ２
，　 κ ｙ ＝ －

２ｗ
ｙ２
，　 κ ｘｙ ＝ －

２ｗ
ｘｙ

其中 κ ｘ 实际上是中面在与 ｘｚ 面相平行的平面内的曲率，因为，如令 Ｒｘ 为其曲
率半径，则
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图 ９－５

１
Ｒｘ
＝ － 
ｘ
ｗ
ｘ( ) ＝ － 

２ｗ
ｘ２

此处负号是因为取挠曲面的凸面向下为正曲率时，其二次导数
２ｗ
ｘ２
为负。同理

１
Ｒｙ
＝ － 
ｙ
ｗ
ｙ( ) ＝ － 

２ｗ
ｙ２

而 κ ｘｙ叫作曲面对 ｘｙ 轴的扭率。于是，式（９－１６）、式（９－１８）、式（９－１９）可写成
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Ｍｘ ＝Ｄ（κ ｘ＋νκ ｙ）

Ｍｙ ＝Ｄ（κ ｙ＋νκ ｘ）

Ｍｘｙ ＝（１－ν）Ｄκ ｘｙ
} （９－２０）

现在考虑上述微小单元 ｄｘｄｙ 的平衡条件，由此建立薄板弯曲问题的平衡方
程。在这种情况下，平衡条件为

Ｍｘ ＝ ０，Ｍｙ ＝ ０，…，Ｆｚ ＝ ０
当坐标原点取在 ｄｘｄｙ 的角点上时，由绕 ｙ 轴的力矩之和等于零，得

Ｍｘ＋
Ｍｘ
ｘ
ｄｘ( ) ｄｙ－Ｍｘｄｙ＋ Ｍｙｘ＋ Ｍｙｘｙ ｄｙ( ) ｄｘ－

Ｍｙｘｄｘ－ Ｆ Ｓｘ＋
Ｆ Ｓｘ
ｘ
ｄｘ( ) ｄｙｄｘ－ｑｄｘｄｙ ｄｘ２ ＝ ０

整理后，略去高阶微量，可得

Ｍｘ
ｘ
＋
Ｍｙｘ
ｙ
＝Ｆ Ｓｘ （９－２１）

同理，由绕 ｘ 轴力矩之和为零，可得

Ｍｙ
ｙ
＋
Ｍｘｙ
ｘ
＝Ｆ Ｓｙ （９－２２）

由Ｆｚ ＝ ０，得

Ｆ Ｓｘ
ｘ
ｄｘｄｙ＋

Ｆ Ｓｙ
ｙ
ｄｘｄｙ＋ｑｄｘｄｙ ＝ ０

即

Ｆ Ｓｘ
ｘ
＋
Ｆ Ｓｙ
ｙ
＝ －ｑ

将式（９－２１）和式（９－２２）代入上式。并考虑到 Ｍｙｘ ＝Ｍｘｙ，则得

２Ｍｘ
ｘ２

＋２
２Ｍｘｙ
ｘｙ

＋
２Ｍｙ
ｙ２

＝ －ｑ （９－２３）

将式（９－１６）、式（９－１８）、式（９－１９）代入上式，则得用位移函数 ｗ 表示的平衡方
程，即

４ｗ
ｘ４
＋２

４ｗ
ｘ２ｙ２

＋ 
４ｗ
ｙ４
＝
ｑ
Ｄ

（９－２４）

或写成

Ｄ ２ ２ｗ ＝ ｑ （９－２４′）
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其中 ２ ＝ 
２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２
为拉普拉斯算子。式（９－２４）为薄板弯曲问题的平衡微分方

程。从而，求解薄板弯曲问题归结为，在满足边界条件情况下由式（９－２４）求解
ｗ（ｘ，ｙ）。进而根据式（９－１６），式（９－１８）及式（９－１９）求得弯矩和扭矩，又可根
据式（９－１５）求出应力。如欲求剪力 Ｆ Ｓｘ，Ｆ Ｓｙ，则可引用式（９－２１）、式（９－２２），得

Ｆ Ｓｘ ＝
Ｍｘ
ｘ
＋
Ｍｙｘ
ｙ
＝ － Ｄ


ｘ
２ｗ
ｘ２
＋ 

２ｗ
ｙ２( )

Ｆ Ｓｙ ＝
Ｍｙ
ｙ
＋
Ｍｘｙ
ｘ
＝ － Ｄ


ｙ
２ｗ
ｘ２
＋ 

２ｗ
ｙ２( )











（９－２５）

或

Ｆ Ｓｘ ＝ － Ｄ

ｘ
（ ２ｗ）

Ｆ Ｓｙ ＝ － Ｄ

ｙ
（ ２ｗ）










（９－２５′）

§ ９－３　 边 界 条 件

薄板弯曲问题的准确解必须同时满足平衡微分方程（９－２４）和给定的边界
条件。由于式（９－２４）为一四阶偏微分方程，因而，在每个边界上应给出 ２ 个边
界条件。

典型的边界条件可分为三类：

（１）几何边界条件。即在边界上给定边界挠度 ｗ 和边界切向转角
ｗ
ｔ
，此处

ｔ 为边界切线方向。
（２）静力边界条件。即在边界上给定横向剪力和弯矩。
（３）混合边界条件。即在边界上同时给定广义力和广义位移。如对于弹

性支承边，除给定边界剪力外，还给定弹性反力－ｋｗ，此处 ｋ 为弹性系数，ｗ 为边

界已知挠度。或除给定边界弯矩外，还给定弹性反力矩－ｋ′
ｗ
ｎ
，此处 ｋ′为抗弯刚

度系数，ｎ 为边界的法线方向。
以下讨论常见的边界支承情况和相应的边界条件。

一、固定边界（图 ９－６）

在固定边，显然有位移与转角为零的几何条件，即在 ｘ ＝ ０ 边，有
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（ｗ）ｘ ＝ ０ ＝ ０

ｗ
ｘ( )

ｘ ＝ ０

＝ ０} （９－２６）

图 ９－６

　 　 　

图 ９－７

二、简支边界（图 ９－７）

板在简支边（用图 ９－７ｂ 中的虚线表示）不能有竖向（ｙ 方向）的位移，但可
以有微小转动。故这种边界上挠度等于零（几何条件）和弯矩等于零（静力条

件），即在 ｘ ＝ ０ 边，有
（ｗ）ｘ ＝ ０ ＝ ０

（Ｍｘ）ｘ ＝ ０ ＝ ０} （９－２７）

　 　 由于有

Ｍｘ ＝ － Ｄ
２ｗ
ｘ２
＋ 

２ｗ
ｙ２( )

同时，在 ｘ ＝ ０ 处，有
ｗ
ｙ
＝ 

２ｗ
ｙ２
＝ ０

　 　 故式（９－２７）可化为
（ｗ）ｘ ＝ ０ ＝ ０

２ｗ
ｘ２( )

ｘ ＝ ０

＝ ０} （９－２８）

三、自由边界（图 ９－８）

对于自由边界，有下列静力条件，即
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图 ９－８

（Ｍｘ）ｘ ＝ ａ ＝ ０

（Ｍｘｙ）ｘ ＝ ａ ＝ ０

（Ｆ Ｓｘ）ｘ ＝ ａ ＝ ０
} （９－２９）

式（９－２９）给出了 ３ 个静力条件，进一
步分析可以证明这 ３ 个条件并不是独立的。
其中 Ｍｘｙ可用等效剪力来表示。实际上，作
用在 ｘ ＝ ａ 边界上长度为 ｄｙ 的微小单元上
的扭矩 Ｍｘｙｄｙ（图 ９－９ａ），可用 ２ 个大小相等、方向相反、相距 ｄｙ 的垂直力（大小
为 Ｍｘｙ）来代替（图 ９－９ｂ），显然，这种代换是静力等效的。

图 ９－９

根据圣维南原理，这一代换的影响是局部的。故经过图 ９ － ９ 这样的代换
后，两相邻微小单元间只需增加一个集度为Ｍｘｙ ／ ｙ 的竖向剪力就可以了（图 ９－
９ｃ）。这样，在边界ｘ ＝ ａ 的自由边界上总的分布剪力 ＦＶｘ应为

ＦＶｘｄｙ ＝ Ｆ Ｓｘ＋
Ｍｘｙ
ｙ( ) ｄｙ ＝ ０

或
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图 ９－１０

３ｗ
ｘ３
＋ （２ － ν）

３ｗ
ｘｙ２[ ]

ｘ ＝ ａ

＝ ０

（９－３０）
而式（９－２９）中的第一式可改写为

２ｗ
ｘ２
＋ ν
２ｗ
ｙ２( )

ｘ ＝ ａ

＝ ０ （９－３１）

　 　 应当特别指出，如相邻两边都是自由边界，如图
９－ １０ 所示，则当将扭矩用剪力做静力等效代替以
后，则角点 Ｂ 将出现未抵消的集中剪力 Ｆ ＳＲ（图 ９－１１）。

图 ９－１１

由于 Ｂ 点处于自由状态，故应有
（Ｆ ＳＲ）ｘ ＝ ａ

ｙ ＝ ｂ
＝ ２（Ｍｘｙ）ｘ ＝ ａ

ｙ ＝ ｂ
＝ ０

或

２ｗ
ｘｙ( ) ｘ ＝ ａ

ｙ ＝ ｂ

＝ ０ （９－３２）
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此即角点 Ｂ 应满足的条件。显然，如 Ｂ 点有柱支承，则角点 Ｂ 应满足下列条件：

（ｗ）ｘ ＝ ａ
ｙ ＝ ｂ
＝ ０

此外，当自由边与简支边或固定边相邻，或两非自由边相邻处有集中力时，将被

反力所吸收，不需要列条件。还有其他类型的边界条件，均一并列入表 ９－１ 中。

由此可见，板的边界条件由 ｗ，ｗ ／ ｎ，Ｍ ｎ，ＦＶｎ ４ 个量中的 ２ 个组成。此处 ｎ

表示边界外法线方向，ＦＶ为单位长度的竖向边界力 如 ＦＶｘ ＝Ｆ Ｓｘ＋
Ｍｘｙ
ｙ
＋…( ) 。

表 ９－１　 矩形板的各种边界条件

边界支承种类 数学表达式

（ｗ）ｘ ＝ ａ ＝ ０

（Ｍｘ）ｘ ＝ ａ ＝ －Ｄ
２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( )

ｘ ＝ ａ

＝ ０

（ｗ）ｘ ＝ ａ ＝ ０

ｗ
ｘ( )

ｘ ＝ ａ

＝ ０

（Ｍｘ）ｘ ＝ ａ ＝ －Ｄ
２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( )

ｘ ＝ ａ

＝ ０

（ＦＶ ｘ）ｘ ＝ ａ ＝ －Ｄ
３ｗ
ｘ３
＋（２－ν）

３ｗ
ｘｙ２[ ]

ｘ ＝ ａ

＝ ０

（ｗ）ｘ ＝ ａ ＝ ０

ｗ
ｘ( )

ｘ＝ａ

＝（ｋ′）－１Ｄ
２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( )

ｘ＝ａ

（Ｍｘ）ｘ ＝ ａ ＝ －Ｄ
２ｗ
ｘ２
＋ν
２ｗ
ｙ２( )

ｘ ＝ ａ

＝ ０

（ｗ）ｘ ＝ ａ ＝ ｋ
－１Ｄ

３ｗ
ｘ３
＋（２－ν）

３ｗ
ｘｙ２[ ]

ｘ ＝ ａ

　 　 注：ｋ 为弹性支承的抗压刚度，ｋ′为弹性约束的抗旋转刚度。

§ ９－４　 板的柱面弯曲

如果板的一个方向有足够的长度（图 ９－１２ａ），荷载沿 ｙ 方向均匀分布，而只

沿 ｘ 方向变化，即 ｐ ＝ ｐ（ｘ）时，则板变形后，实际上将弯曲成柱形曲面，柱面母线
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与 ｙ 轴平行，故挠度 ｗ 只是 ｘ 的函数。这样，可取其中某一沿 ｙ 方向为单位长度
的窄条（图中阴影部分）来分析。由于有 ｗ ＝ｗ（ｘ），故平衡方程（９－２４）退化为

图 ９－１２

ｄ４ｗ
ｄｘ４
＝
ｐ（ｘ）
Ｄ

（９－３３）

式（９－３３）和熟知的梁的平衡微分方程
ｄ４ｗ

ｄｘ４
＝ ｐ（ｘ）
ＥＩ

（９－３４）

完全相似。故这类板的柱面弯曲


问题的解可完全依照梁的弯曲问题的解法求

得。比较式（９－３３）与式（９－３４），显然有
ｗ ＝ ｗ（１ － ν２） （９－３５）

可见，在同样荷载 ｐ（ｘ）作用下，这类板的挠度要比梁的挠度小，其减小的系数为
（１－ν２）。

为求方程（９－３３）的解，在两端简支时，可将板的挠度与外荷载用傅里叶级
数展开，即令

ｗ（ｘ）＝ 
ｍ
ｗｍ ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

（９－３６）

ｐ（ｘ）＝
ｍ
ｐｍ ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

（９－３７）

将式（９－３６）、式（９－３７）代入式（９－３３），得

ｗｍ ＝
ａ４ｐｍ
Ｄｍ４π４

（９－３８）

于是

ｗ（ｘ）＝
ｍ

ａ４ｐｍ
π４Ｄｍ４

ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

（９－３９）
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ｍ ＝ １，３，５，…
如板不是两边简支，在积分平衡方程（９－３３）时，要根据边界条件确定 ４ 个

积分常数。所以最简单的方法是利用梁的公式，考虑到式（９－３５）即可方便地得
到挠度的公式。

由于 ｙ 方向的曲率为零，即
ｄ２ｗ
ｄｙ２
＝ ０

故弯矩、扭矩及横向剪力分别为

Ｍｘ ＝ －Ｄ
ｄ２ｗ
ｄｘ２

（９－４０）

　 　 　 Ｍｙ ＝ －Ｄν
ｄ２ｗ
ｄｘ２
＝ νＭｘ （９－４１）

Ｍｘｙ ＝ ０　 　 　

Ｆ Ｓｘ ＝ －Ｄ
ｄ３ｗ
ｄｘ３

Ｆ Ｓｙ ＝ ０
例 ９－１　 设有一边简支一边固定的板条，受均布荷载作用（图９－１３），试求

固定边的弯矩。

图 ９－１３

解：根据梁的挠曲线公式，取板柱面弯曲的挠度为

ｗ（ｘ）＝
ｐ０ａ

４

４８Ｄ
ｘ
ａ
－ ３

ｘ
ａ( )

３

＋ ２
ｘ
ａ( )

４

[ ]
故固定边弯矩为

（Ｍｘ）ｘ ＝ ａ ＝ －Ｄ
ｄ２ｗ
ｄｘ２( ) ＝ － ｐ０ａ

２

８
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（Ｍｙ）ｘ ＝ ａ ＝ νＭｘ ＝ －ν
ｐ０ａ

２

８

§ ９－５　 矩形板的经典解法

现在以简支边矩形板为例，说明薄板弯曲问题的解法。图 ９－１４ 给出了边
长为 ａ，ｂ 的受均布荷载 ｑ（ｘ，ｙ）作用的简支矩形板。

图 ９－１４

边界条件为

（ｗ）ｘ ＝ ０
ｙ ＝ ０
＝（ｗ）ｘ ＝ ａ

ｙ ＝ ｂ
＝ ０

２ｗ
ｘ２( )

ｘ ＝ ０

＝
２ｗ
ｘ２( )

ｘ ＝ ａ

＝ ０

２ｗ
ｙ２( )

ｙ ＝ ０

＝
２ｗ
ｙ２( )

ｙ ＝ ｂ

＝ ０













（９－４２）

如前所述，所论问题归结为按上述边界条件求解薄板平衡微分方程

Ｄ ２ ２ｗ ＝ ｑ（ｘ，ｙ） （９－４３）
　 　 求解上述问题的方法甚多。以下介绍一个基本的、广泛应用的分离变量法。
用这种方法求解，通常取为无穷级数形式，在很多情况下，这种级数收敛很快。

在直角坐标系中，最方便的是采用莱维（Ｌéｖｙ，Ｍ．）１８９９ 年提出的下列级数形式
的解，即莱维解


：

ｗ ＝
∞

ｍ ＝ １
Ｙｍ（ｙ）ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

（９－４４）

其中 Ｙｍ（ｙ）只是 ｙ 的函数。这就是说，将挠度函数 ｗ 展成一个半幅的单傅里叶
正弦级数。
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图 ９－１５

对 ｘ ＝ ０ 和 ｘ ＝ ａ 的边为简支（图 ９－１５）的板，
级数式（９ － ４４）中的每一项都满足该两边的边界
条件。剩下的问题是使其满足 ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ 的边界条
件及微分方程，并由此确定 Ｙｍ。

这一方法用于解矩形薄板弯曲问题时，由于

是解非齐次微分方程，故应取

ｗ ＝ ｗ１ ＋ ｗ２ （９－４５）
其中 ｗ１ 和 ｗ２ 分别为方程的齐次解和特解，即分
别满足

２ ２ｗ１ ＝ ０ （９－４６）
和

Ｄ ２ ２ｗ２ ＝ ｑ（ｘ，ｙ） （９－４７）
因式（９－４５）与荷载无关，又因式（９－４５）应满足全部边界条件，故将 ｗ１ 取级数
式（９－４４）的形式，且考虑到对称性，ｍ 应取奇数，即 ｍ ＝ １，３，５，…。于是，由式
（９－４６），得


∞

ｍ ＝ １

Ｙ（４）ｍ － ２
ｍ２π２

ａ２
Ｙ（２）ｍ ＋ ｍ

４π４

ａ４
Ｙｍ( ) ｓｉｎ ｍπｘａ ＝ ０

　 　 上式对所有 ｘ 都应成立，由此有

Ｙ（４）ｍ － ２
ｍ２π２

ａ２
Ｙ（２）ｍ ＋ ｍ

４π４

ａ４
Ｙｍ ＝ ０ （９－４８）

此方程的通解为下列形式：

Ｙｍ ＝
ｑａ４

Ｄ
Ａｍｃｈ

ｍπｙ
ａ
＋ Ｂｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ
＋(

Ｃｍ ｓｈ
ｍπｙ
ａ
＋ Ｄｍ

ｍπｙ
ａ
ｃｈ
ｍπｙ
ａ ) （９－４９）

　 　 这样，在 ｙ 为常数的 ２ 个边界上须满足 ４ 个边界条件，如果板的挠曲对于 ｘ
轴对称，则在 Ｙｍ 中只能有对称函数，故有

Ｃｍ ＝ Ｄｍ ＝ ０
于是得

Ｙｍ ＝
ｑａ４

Ｄ
Ａｍｃｈ

ｍπｙ
ａ
＋ Ｂｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ( ) （９－５０）

如此只须满足 ２ 个边界条件。
关于特解，我们只须取一满足方程（９－４７）的解即可。一般假设板弯曲成一

柱面，于是可按 § ９－４ 给出的求解。当板受均布荷载（ｑ ＝常数）作用时，可取
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ｗ２ ＝
ｑ
２４Ｄ
（ｘ４ － ２ａｘ３ ＋ ａ３ｘ） （９－５１）

式（９－５１）实际上是材料力学中简支梁受均布荷载问题的解，所不同的是 Ｄ 已代
替了 ＥＩ。如此，式（９－４７）即可满足，同时也满足了边界条件。所以 ｗ２ 可作为
特解。

于是，板的位移函数为

ｗ ＝ｗ１ ＋ｗ２ ＝
ｑ
２４Ｄ
（ｘ４ －２ａｘ３ ＋ａ３ｘ）＋

ｑａ４

Ｄ
∞

ｍ ＝ １
Ａｍｃｈ

ｍπｙ
ａ
＋Ｂｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ( ) ｓｉｎ ｍπｘａ （９－５２）

现在只须求出常数 Ａｍ，Ｂｍ。为此，把上式等号右边第一项展开为三角级数，即

ｑ
２４Ｄ
（ｘ４ － ２ａｘ３ ＋ ａ３ｘ）＝

４ｑａ４

π５Ｄ
∞

ｍ ＝ １

１
ｍ５
ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

（９ － ５１′）

其中 ｍ ＝ １，３，５，…，现在位移函数式（９－５２）可写为

ｗ ＝
ｑａ４

Ｄ
∞

ｍ ＝ １

４
π５ｍ５

＋ Ａｍｃｈ
ｍπｙ
ａ
＋ Ｂｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ( ) ｓｉｎ ｍπｘａ （９－５３）

将式（９－５３）代入下列边界条件：

（ｗ）ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０，　
２ｗ
ｙ２( )

ｙ ＝ ±ｂ ／ ２

＝ ０

得
４
π ５ｍ５

＋ Ａｍｃｈ α ｍ ＋ Ｂｍα ｍ ｓｈ α ｍ ＝ ０

（Ａｍ ＋ ２Ｂｍ）ｃｈ α ｍ ＋ Ｂｍα ｍ ｓｈ α ｍ ＝ ０
} （９－５４）

其中

αｍ ＝
ｍπｂ
２ａ

　 　 解式（９－５４）后，得

Ａｍ ＝ －
２（αｍ ｔｈ αｍ ＋ ２）

π５ｍ５ ｃｈ αｍ
，　 Ｂｍ ＝

２
π５ｍ５ ｃｈ αｍ

　 　 于是，得板的挠度为

　 　 ｗ ＝
４ｑａ４

π５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

１
ｍ５
１ －
αｍ ｔｈ αｍ ＋ ２
２ｃｈ αｍ

ｃｈ
ｍπｙ
ａ
＋(

１
２ｃｈ αｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ ) ｓｉｎ ｍπｘａ 　 　 　 （９－５５）

　 　 在板中心 ｘ ＝ ａ ／ ２，ｙ ＝ ０ 处的最大挠度为
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（ｗ）ｍａｘ ＝
４ｑａ４

π５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

（－ １）
ｍ － １
２

ｍ５
１ －
αｍ ｔｈ αｍ ＋ ２
２ｃｈ αｍ( ) （９－５６）

　 　 式（９－５６）中，级数的前一半相当于两对边为简支的矩形板在均布荷载作用
下，柱面弯曲时的最大挠度。实际上由式（９－５１′）得

４ｑａ４

π５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

（－ １）
ｍ － １
２

ｍ５
＝ ５
３８４

ｑａ４

Ｄ

　 　 因此，式（９－５６）可写成

（ｗ）ｍａｘ ＝
５
３８４

ｑａ４

Ｄ
－ ４ｑａ

４

π５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

（－ １）
ｍ － １
２

ｍ５
αｍ ｔｈ αｍ ＋ ２
２ｃｈ αｍ

（９－５７）

此级数在 ｂ≥ａ 收敛很快，只取头一项便可得到很好的结果。
薄板弯曲问题的求解，还可以采用基于变分原理的里茨法或伽辽金法，以及

各种数值解法，如有限差分法、有限元法等。

例 ９－２　 设有图 ９－１６ 所示之四边简支矩形板，两对边 ｙ ＝ ±
ｂ
２
有均布力矩

Ｍ０ 作用。试求板的挠曲面方程及对称轴 ｙ ＝ ０ 上的挠度。

图 ９－１６

解：

１）平衡方程为
４ｗ
ｘ４
＋ ２

４ｗ
ｘ２ｙ２

＋ 
４ｗ
ｙ４
＝ ０ （ａ）

　 　 ２）边界条件为

ｘ ＝ ０ 及 ｘ ＝ ａ 时，ｗ ＝ ０，
２ｗ
ｘ２
＝ ０

ｙ ＝ ±
ｂ
２
时，ｗ ＝ ０，－ Ｄ

２ｗ
ｙ２( ) ＝ Ｍ０ （ｂ）

　 　 ３）假定位移函数为
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ｗ ＝
∞

ｍ ＝ １
Ｙｍ ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

（ｃ）

所设级数的每一项均应满足边界条件。ｘ ＝ ０ 及 ｘ ＝ ａ 处的边界条件显然满足。
按式（９－４８）Ｙｍ 应取成下列形式：

Ｙｍ ＝ Ａｍｃｈ
ｍπｙ
ａ
＋ Ｂｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ
＋

Ｃｍ ｓｈ
ｍπｙ
ａ
＋ Ｄｍ

ｍπｙ
ａ
ｃｈ
ｍπｙ
ａ

此式满足式（ａ）。
４）求系数。此时结构及荷载边界条件均对称于 ｘ 轴，故 Ｙｍ 一定是 ｙ 的偶

函数，因此，上式中的 Ｃｍ ＝Ｄｍ ＝ ０，由此考虑到边界条件（ｂ）中的第二式，可得
Ａｍ ＝ － Ｂｍαｍ ｔｈ αｍ

其中

αｍ ＝
ｍπｂ
２ａ

于是得

ｗ ＝
∞

ｍ ＝ １
Ｂｍ
ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ
－ αｍ ｔｈ αｍ ｃｈ

ｍπｙ
ａ( ) ｓｉｎ ｍπｘａ （ｄ）

其中 Ｂｍ 可根据边界条件式（ｂ）确定，在 ｙ ＝ ±
ｂ
２
时，有

－ Ｄ
２ｗ
ｙ２( ) ＝ Ｍ０

即

－ ２Ｄ
∞

ｍ ＝ １

ｍ２π２

ａ２
Ｂｍｃｈ αｍ ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ
＝ Ｍ０

如边界上的分布力矩（Ｍｙ）ｙ ＝ ±ｂ ／ ２也写成下列级数形式

（Ｍｙ）ｙ ＝ ± ｂ２ ＝
４Ｍ０
π 

∞

ｍ ＝ １

１
ｍ
ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

则系数 Ｂｍ 为

Ｂｍ ＝ －
２Ｍ０ａ

２

Ｄｍ３π３ ｃｈαｍ
　 　 ５）将求得的系数代入位移函数，得最终挠度表达式。将 Ｂｍ 代入式（ｄ），得

ｗ ＝
２Ｍ０ａ

２

π３Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

１
ｍ３ ｃｈαｍ

αｍ ｔｈ αｍｃｈ
ｍπｙ
ａ
－(
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ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ ) ｓｉｎ ｍπｘａ （ｅ）

在对称轴 ｙ ＝ ０ 上的挠度为

（ｗ）ｙ ＝ ０ ＝
２Ｍ０ａ

２

π３Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

αｍ ｔｈ αｍ
ｍ３ ｃｈ αｍ

ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

（ｆ）

　 　 例 ９－３　 设有两对边简支、两对边固定的矩形板，受集度为 ｑ 的均布荷载作
用（图 ９－１７），求板中心的挠度。

解：用莱维法解，平衡微分方程为

２ ２ｗ ＝
ｑ
Ｄ

（９－２４′）

图 ９－１７

边界条件：

在 ｘ ＝ ０ 及 ｘ ＝ ａ 处为

ｗ ＝ ０，　
２ｗ
ｘ２
＝ ０ （ａ′）

　 　 在 ｙ ＝ ±
ｂ
２
处为

ｗ ＝ ０，　
ｗ
ｙ
＝ ０ （ｂ′）

微分方程（９－４３）的解为
ｗ ＝ ｗ１ ＋ ｗ２ （９－４５）

其中 ｗ１ 为式（９－４３）的齐次解，ｗ２ 为式（９ － ４３）的

一个特解。取

ｗ１ ＝
∞

ｍ ＝ １
Ｙｍ（ｙ）ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

代入 ２ ２ｗ ＝ ０，解得

Ｙｍ（ｙ）＝ Ａｍ ｓｈ
ｍπｙ
ａ
＋Ｂｍｃｈ

ｍπｙ
ａ
＋(

Ｃｍ
ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ
＋Ｄｍ

ｍπｙ
ａ
ｃｈ
ｍπｙ
ａ ) ｑａ

４

Ｄ

由于结构与荷载均对称于 ｘ 轴，则 Ｙｍ（ｙ）亦应对称于 ｘ 轴，由此断定 Ａｍ ＝Ｄｍ ＝ ０，
且 ｍ 为奇数，由此得

ｗ１ ＝
ｑａ４

Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…
Ｂｍｃｈ

ｍπｙ
ａ
＋ Ｃｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ( ) ｓｉｎ ｍπｘａ （９－５８）

特解为
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ｗ２ ＝
ｑ
２４Ｄ
（ｘ４ － ２ａｘ３ ＋ ａ３ｘ）

现将 ｗ２ 展为三角级数，即

ｗ２ ＝
４ｑａ４

π５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

１
ｍ５
ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

（９－５９）

将式（９－５８）、式（９－５９）代入式（９－４５），得到式（９－４３）的通解

ｗ ＝ ｗ１ ＋ ｗ２ ＝
ｑａ４

Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

４
π５ｍ５

＋ Ｂｍｃｈ
ｍπｙ
ａ
＋(

Ｃｍ
ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ ) ｓｉｎ ｍπｘａ 　 　 　 　 　 　 （９－６０）

ｗ 应满足边界条件，并由此确定上式中的待定常数 Ｂｍ，Ｃｍ。由式（９－６０）确定的

ｗ 满足边界条件式（ａ′）。此外，由边界条件（ｗ）ｙ ＝ ±ｂ ／ ２ ＝ ０ 及
ｗ
ｙ( )

ｙ ＝ ±ｂ ／ ２

＝ ０，可得

４
π５ｍ５

＋ Ｂｍｃｈ
ｍπｂ
２ａ
＋ Ｃｍ

ｍπｂ
２ａ
ｓｈ
ｍπｂ
２ａ
＝ ０

Ｂｍ ｓｈ
ｍπｂ
２ａ
＋ Ｃｍ

ｍπｂ
２ａ
ｃｈ
ｍπｂ
２ａ
＋ ｓｈ

ｍπｂ
２ａ( ) ＝ ０

令
ｍπｂ
２ａ
＝ αｍ，由此可得

Ｂｍ ＝ －
４
π５ｍ５

·
αｍｃｈ αｍ ＋ ｓｈ αｍ

ｃｈ αｍ（αｍｃｈ αｍ ＋ ｓｈ αｍ）－ αｍ ｓｈ
２αｍ

Ｃｍ ＝
４
π５ｍ５

·
ｓｈαｍ

ｃｈ αｍ（αｍｃｈ αｍ ＋ ｓｈ αｍ）－ αｍ ｓｈ
２αｍ

将 Ｂｍ，Ｃｍ 的表达式代入式（９－６０）即得最终的位移函数

ｗ ＝
４ｑａ４

π ５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

１
ｍ５
·

１ －
（α ｍｃｈ α ｍ ＋ ｓｈ α ｍ）ｃｈ

ｍπｙ
ａ

ｃｈ α ｍ（α ｍｃｈ α ｍ ＋ ｓｈ α ｍ）－ α ｍ ｓｈ
２α ｍ
＋ 　 　 　 　 　 　






ｓｈ α ｍ
ｃｈ α ｍ（α ｍｃｈ α ｍ ＋ ｓｈ α ｍ）－ α ｍ ｓｈ

２α ｍ

ｍπｙ
ａ
ｓｈ
ｍπｙ
ａ





ｓｉｎ
ｍπｘ
ａ

（９－６１）

将 ｘ ＝ ａ ／ ２，ｙ ＝ ０ 代入上式，即得所要求的板中心处的挠度

ｗｍａｘ ＝
４ｑａ４

π ５Ｄ 
∞

ｍ ＝ １，３，５，…

１
ｍ５
１－

αｍｃｈ αｍ＋ｓｈ αｍ
ｃｈ αｍ（αｍｃｈ αｍ＋ｓｈ αｍ）－αｍ ｓｈ

２αｍ[ ] ｓｉｎ ｍπ２ （９－６２）
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此级数收敛很快，取 ｍ ＝ １ 即可得较满意的近似解，即

ｗｍａｘ ＝
４ｑａ４

π５Ｄ
１ －

α１ ｃｈ α１ ＋ ｓｈ α１
ｃｈ α１（α１ ｃｈ α１ ＋ ｓｈ α１）－ α１ ｓｈ

２α１[ ] （９－６３）

对于方板，即 ａ ＝ ｂ 时，则 α１ ＝π ／ ２，得

ｃｈ α１ ＝ ｃｈ
π
２
＝ ２．５０７，　 ｓｈ α１ ＝ ｓｈ

π
２
＝ ２．２９９

将这些值代入式（９－６３），得

ｗｍａｘ ＝ ０．００１ ９２
ｑａ４

Ｄ
（９－６４）

§ ９－６　 圆板的轴对称弯曲

计算圆板弯曲问题时，采用极坐标（ρ，φ）较为方便。以下我们导出圆板轴
对称弯曲的单元体的静力平衡方程。轴对称的意思是指板的几何形状、外荷载

及边界条件都对称于经过圆心垂直于中面的轴线。因而，位移场、应变场也都是

轴对称的，各分量不随 φ 变化而只是 ρ 的函数。于是，问题可大为简化。
考虑圆板的一个微小单元 ａｂｃｄ（图 ９－１８），在轴对称条件下的平衡，取坐标

系如图 ９－１８ 所示。则微小单元 ａｂｃｄ 上的力矩方程在略去高次项后为

图 ９－１８

Ｍ ρ＋
ｄＭ ρ
ｄρ
ｄρ( ) （ρ＋ｄρ）ｄφ－Ｍ ρ ρｄφ－Ｍφｄρｄφ＋Ｆ Ｓρｄρｄφ ＝ ０
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化简得

ρ
ｄＭ ρ
ｄρ
＋Ｍ ρ－Ｍφ ＝ －Ｆ Ｓρ （９－６５）

或

（ρΜρ）′－Ｍφ ＝ － ∫
ρ

０
ｑρｄρ （９－６５′）

此处（…）′＝ ｄ（…）／ ｄρ，ｑ 为分布荷载强度。
现在来讨论圆板变形后的挠曲面的曲率。对圆板的挠曲面来说，任一点 Ａ

的曲率可用径向与周向的曲率来描述。其中径向曲率 κρ，实际上就是包含 ｚ 轴
在内的竖直平面与挠曲面的交线 ｓ 的曲率，图 ９－１９ 给出了过任意点 Ａ 的 ｓ 线，ｎ
为 Ａ 点的法线，且交 ｚ 轴于 Ｂ 点。设临近于 Ａ 有一点 Ａ′，其法线为 ｎ′，如图 ９－２０
所示，设 Ａ 的转角为 φ，可得

图 ９－１９

　 　 　

图 ９－２０

ｔａｎ φ ＝ －
ｄｗ
ｄρ

在小挠度的情况下，有

ｔａｎ φφ，　 φ ＝ －
ｄｗ
ｄρ

曲线 ｓ 的曲率等于
ｄφ
ｄｓ
，此处 ｄｓ 为弧长的微分，在小挠度情况下 ｄｓ≈ ｄρ，曲率

κρ 为

κρ ＝
ｄφ
ｄρ
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或

κρ ＝ －
ｄ２ｗ
ｄρ２

（９－６６）

过 Ａ 点含有 ｎ 且与上述平面正交的平面称为法截面，它与挠曲线的交线 ｔ
的曲率即轴向曲率 κφ。

图 ９－２１

　 　 为了确定曲线 ｔ 的曲率，可分析图 ９－２１ 中给出
的法截面 Ｔ，由微分几何知道，曲面法截面的曲率等
于任意截面的曲率乘以这两平面夹角的余弦。已知

圆周的曲率为 １ ／ ρ，于是，交线 ｔ 的曲率为

κφ ＝
１
ρ
ｃｏｓ

π
２
－φ( ) ≈ １

ρ
φ

即

κφ ＝ －
１
ρ
ｄｗ
ｄρ

（９－６７）

由于轴对称弯曲，故扭率等于零，κρ，κφ 便是 ２ 个主
曲率。也就是说，我们有了曲率位移关系式（９－６６）
和式（９－６７）。

当圆板受分布轴对称荷载时，即荷载只是 ρ 的
函数 ｑ（ρ），则问题可大为简化。事实上，式（９－２４）可简化为如下形式：

Ｄ
ｄ２

ｄρ２
＋ １
ρ
ｄ
ｄρ( ) ｄ２ｗ

ｄρ２
＋ １
ρ
ｄｗ
ｄρ( ) ＝ ｑ（ρ） （９－６８）

　 　 这一方程式的解可由齐次解 ｗ１ 和特解 ｗ２ 所组成。故其通解为
ｗ ＝ ｗ１ ＋ ｗ２ （ａ）

其中

ｗ１ ＝Ｃ１ ｌｎ ρ＋Ｃ２ρ
２ ｌｎ ρ＋Ｃ３ρ

２ ＋Ｃ４ （ｂ）
式中之常数 Ｃ１，Ｃ２，Ｃ３，Ｃ４ 根据边界条件确定，特解 ｗ２ 由荷载分布的具体情况而
定，当圆板板面上满布有连续的均布荷载时，即 ｑ 等于常数 ｑ０，其特解为

ｗ２ ＝ Ｃρ
４

（ｃ）
将式（ｃ）代入式（９－６８），即可求得

Ｃ ＝
ｑ０
６４Ｄ

其通解即为

ｗ ＝ Ｃ１ ｌｎ ρ ＋ Ｃ２ρ
２ ｌｎ ρ ＋ Ｃ３ρ

２ ＋ Ｃ４ ＋
ｑ０ρ

４

６４Ｄ
（９－６９）
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　 　 对于完整的中心并无圆孔削弱的圆板，常数 Ｃ１，Ｃ２ 必须为零，否则在板的中
心（ρ ＝ ０）处，挠度将为无穷大，这与问题的实际情况不符。常数 Ｃ３ 和 Ｃ４ 可由边
界条件确定。以下研究两种情况的解。

（１）固定边界：半径为 ａ，周界固定的圆板，其边界条件为

（ｗ）ρ ＝ ａ ＝ ０，　
ｄｗ
ｄρ( )

ρ ＝ ａ

＝ ０

由式（９－６９）可知

ｗ ＝ Ｃ３ρ
２ ＋ Ｃ４ ＋

ｑ０ρ
４

６４Ｄ
（ｄ）

代入边界条件

ａ２Ｃ３ ＋ Ｃ４ ＋
ｑ０ａ

４

６４Ｄ
＝ ０，　 ２ａＣ３ ＋

ｑ０ａ
３

１６Ｄ
＝ ０

则得

Ｃ３ ＝ －
ｑ０ａ

２

３２Ｄ
，　 Ｃ４ ＝

ｑ０ａ
４

６４Ｄ
代入式（ｄ），得

ｗ ＝
ｑ０ａ

４

６４Ｄ
１ －
ρ２

ａ２( )
２

（９－７０）

在板中心的最大挠度为

ｗｍａｘ ＝
ｑ０ａ

４

６４Ｄ
　 　 有了挠度表达式，即可求出类似于式（９－１６）、式（９－１８）等用挠度表示的内
力公式，即求出用极坐标表示的弯矩和扭矩的方程。因为在轴对称情况下，直角

坐标与极坐标有下列表达式：

２ｗ
ｘ２
＝ ｄ

２ｗ
ｄρ２
，　
２ｗ
ｙ２
＝ １
ρ
ｄｗ
ｄρ
，　

２ｗ
ｘｙ

＝ ０

所以

Ｍ ρ ＝ － Ｄ
ｄ２ｗ
ｄρ２
＋ ν
ρ
ｄｗ
ｄρ( )

Ｍφ ＝ － Ｄ
１
ρ
ｄｗ
ｄρ
＋ ν
ｄ２ｗ
ｄρ２( )

Ｍ ρφ ＝ ０













（９－７１）

　 　 在轴对称情况下，剪力 Ｆ Ｓ很容易求得，它等于分布在半径为 ρ 的圆周内的
总荷载除以 ２πρ。因有
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［标注 ９－２：

极坐标系下内力

表达式的推导］



２πρＦ Ｓ ＝ ∫
ρ

０
２πρｑｄρ

故

Ｆ Ｓ ＝
１
２πρ∫

ρ

０
２πρｑｄρ （９－７２）

当 ｑ ＝常数，则

Ｆ Ｓ ＝
ｑρ
２

当周边固定的板受均布荷载作用时，弯矩、扭矩、横向剪力的表达式即为

Ｍ ρ ＝
ｑ０
１６
［ａ２（１＋ν）－ρ２（３＋ν）］

Ｍφ ＝
ｑ０
１６
［ａ２（１＋ν）－ρ２（１＋３ν）］

Ｍ ρφ＝ ０

Ｆ Ｓ ＝
１
２
ｑρ

最大弯矩在板的中心处，当 ν ＝ ０．３ 时，有

（Ｍ ρ）ｍａｘ ＝ （Ｍφ）ｍａｘ ＝
１．３
１６
ｑ０ａ

２ ＝ ０．０８１ ３ｑ０ａ
２

　 　 （２）简支边界：边界为简支的圆板受均布荷载作用时，则当ρ ＝ ａ时，有

ｗ ＝ ０，　 Ｍ ρ ＝ － Ｄ
ｄ２ｗ
ｄρ２
＋ ν
ρ
ｄｗ
ｄρ( ) ＝ ０

由这两个条件可以确定

Ｃ３ ＝ －
（３ ＋ ν）ｑ０ａ

２

３２（１ ＋ ν）Ｄ
，　 Ｃ４ ＝ －

（５ ＋ ν）ｑ０ａ
４

６４（１ ＋ ν）Ｄ
并可求得挠度表达式为

ｗ ＝
ｑ０
６４Ｄ

（ａ２ － ρ２）２ ＋
４ａ２（ａ２ － ρ２）
１ ＋ ν[ ] （９－７３）

弯矩的表达式

Ｍ ρ ＝
ｑ０
１６
［ａ２（３＋ν）－ρ２（３＋ν）］

Ｍφ ＝
ｑ０
１６
［ａ２（３＋ν）－ρ２（１＋３ν）］











（９－７４）

最大弯矩出现在板的中心处。当 ν ＝ ０．３ 时，有
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（Ｍ ρ）ｍａｘ ＝ （Ｍφ）ｍａｘ ＝
３．３
１６
ｑ０ａ

２ ＝ ０．２０６ ｑ０ａ
２

约等于固定边圆板中心弯矩的 ２．５ 倍。

本章复习要点

　 　 １． 薄板是指板厚 δ 与板的最小边长 ｂ 满足下列关系式

１
１００

～
１
８０( ) ≤ δ

ｂ
≤

１
８
～
１
５( )

不然则属于厚板或薄膜。厚板理论要比薄板理论复杂得多，薄板理论因基尔霍

夫－勒夫假定得到了很大的简化。
２． 薄板的平衡方程，在直角坐标系中为

Ｄ ２ ２ｗ ＝ ｑ

其中 ２ ＝ 
２

ｘ２
＋ 

２

ｙ２
，而在极坐标（ρ，φ）（轴对称情况）中为

Ｄ
ｄ２

ｄρ２
＋ １
ρ
ｄ
ｄρ( ) ｄ２ｗ

ｄρ２
＋ １
ρ
ｄｗ
ｄρ( ) ＝ ｑ（ρ）

　 　 ３． 板的边界条件的各种类型（见表 ９－１）。注意每一个边界条件必须是独
立的。独立的边界条件不能多也不能少。

４． 矩形板的经典解法———莱维解是采用下列形式

ｗ ＝
∞

ｍ ＝ １
Ｙｍ（ｙ）ｓｉｎ

ｍπｘ
ａ

它是半幅的单傅里叶正弦级数。ｗ 应取
ｗ ＝ ｗ１ ＋ ｗ２

ｗ１ 应满足平衡方程的齐次解，ｗ２ 满足特解，即
２ ２ｗ１ ＝ ０，　 Ｄ ２ ２ｗ２ ＝ ｑ（ｘ，ｙ）

　 　 ５． 圆板的平衡方程（在轴对称情况）有两种形式：
（１）以内力为未知函数表示；
（２）以挠度为未知函数表示。

思　 考　 题

　 　 ９－１　 薄板理论的基本假定在哪些方面使问题得到简化？为什么？

９－２　 板（矩形板）的每个边的边界条件有几个？为什么？

９８１思考题 　 　



９－３　 能否给出四角点支承的矩形板的边界条件？

９－４　 以圆板为例，当用内力作为未知函数求解时，需要哪些方程和条件？

习　 　 题

　 　 ９－１　 写出用应力 σ ｘ，σ ｙ，…表示的板的平衡方程。

９－２　 证明在极坐标系内下式成立：

ＦＳρ ＝
Ｍ ρ
ρ
＋
Ｍ φ
ρφ
，　 ＦＳφ ＝

Ｍ φ
ρφ

＋
Ｍ φ
ρ

　 　 ９－３　 试求图示方板的最大挠度。

答案：ｗｍａｘ ＝ ０．００２ ０３
ｑ０ａ
Ｄ
。

题 ９－３ 图

　 　 　 　

题 ９－４ 图

９－４　 求图示环板在周边荷载作用下的最大挠度。设 Ｒ ／ ａ ＝ １．５，ν ＝ ０．３，板厚 δ。

答案：ｗｍａｘ ＝ ０．２０９
ＦＲ２

Ｅδ３
。

９－５　 详细推导板的总势能 Ｅ ｔ 的公式。

９－６　 试证在薄板问题中，δＵ ＝ ０ 与 Ｄ ２ ２ｗ ＝ ｑ 及边界条件等价。
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第十章

弹性力学专门问题

§ １０－１　 布西内斯克问题

本节将介绍求在弹性半空间表面受集中力作用下的应力场和位移场的问

题。这一问题的解答是布西内斯克（Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ，Ｊ Ｖ ）１８８５ 年首先给出的，故常
称为布西内斯克问题


。

该问题在研究地基土体中应力分布、基础沉陷等问题中有重要应用价值，同

时在研究弹性接触问题时，也将借助于布西内斯克问题的解答。

现在观察弹性半空间表面受集中力 Ｆ 作用的问题（图 １０－１）。根据问题的
特点，显然可将其视为轴对称空间问题。于是，可采用柱坐标系（图 １０－１）来进
行讨论。直角坐标系内一点 Ｍ 的位置用 ｘ，ｙ，ｚ 表示，而在柱坐标系内则用 ρ，φ，
ｚ 表示。空间同一点上的直角坐标与柱坐标之间的关系为

ｘ ＝ ρｃｏｓ φ，　 ｙ ＝ ρｓｉｎ φ，　 ｚ ＝ ｚ

图 １０－１

而应力分量、应变分量和位移分量，则分别用 σρ，σφ，σ ｚ，τρφ，…，τ ｚφ；ερ，εφ，ε ｚ，
γρφ，…，γ ｚφ和 ｕ，ｖ，ｗ 表示。对于半无限空间来说，半平面的任一垂线都是几何轴
对称线，因此图 １０－１ 中的 ｚ 轴为对称轴，故

ｕ ＝ ｕ（ρ，ｚ），　 ｖ ＝ ０，　 ｗ ＝ ｗ（ρ，ｚ）
从而

γρφ ＝ γ ｚφ ＝ τρφ ＝ τ ｚφ ＝ ０
其他应力分量和应变分量均与 φ 无关，而仅为 ρ，ｚ 的函数。此时，空间任一微元



体 ＭＡＢＣＤＥＦＧ 的应力状态，如图 １０－２ 所示。由此可得平衡方程为
σρ
ρ
＋
τρｚ
ｚ
＋
σρ－σφ
ρ
＋Ｆ ρ ＝ ０

τρｚ
ρ
＋
σ ｚ
ｚ
＋
τρｚ
ρ
＋Ｆｚ ＝ ０











（１０－１）

图 １０－２

由该微小单元 ＭＡＢＣＤＥＦＧ 的轴对称变形状态（图 １０－３），可得应变位移关系式

ερ ＝
ｕ
ρ
，ε ｚ ＝

ｗ
ｚ
，εφ ＝

ｕ
ρ
，γρｚ ＝

ｕ
ｚ
＋ 
ｗ
ρ

（１０－２）

图 １０－３
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相应的本构方程为

σρ ＝
Ｅ
１＋ν

ν
１－２ν

θ＋ερ( )
σφ ＝

Ｅ
１＋ν

ν
１－２ν

θ＋εφ( )
σ ｚ ＝

Ｅ
１＋ν

ν
１－２ν

θ＋ε ｚ( )
τρｚ ＝

Ｅ
２（１＋ν）

γρｚ

θ ＝ ερ＋εφ＋ε ｚ



















（１０－３）

上述问题的解可有多种方法，今介绍用位移法求解。为此，将平衡方程改写

为用位移分量表示的形式，即将式（１０ － ２）代入式（１０ － ３），将其结果再代入
（１０－１），可得

Ｇ
１
１－２ν

θ
ρ
＋ ２ｕ－

ｕ
ρ２( ) ＋Ｆ ｂρ ＝ ０

Ｇ
１
１－２ν

θ
ｚ
＋ ２ｗ( ) ＋Ｆ ｂｚ ＝ ０











（１０－４）

其中，拉普拉斯算子为

２ ＝ 
２

ρ２
＋ １
ρ

ρ
＋ 

２

ｚ２

若不计体力，则得

１
１－２ν

θ
ρ
＋ ２ｕ－

ｕ
ρ２
＝ ０

１
１－２ν

θ
ｚ
＋ ２ｗ ＝ ０











（１０－５）

现在，问题化为如何连同边界条件求解方程组（１０－５）。为此，可借助勒夫


位移函数


求解。采用勒夫位移函数的目的是令选定的函数 ψ 能使位移表达式
代入式（１０－５）后，式（１０－５）化为 ψ 的双调和方程。即使位移分量为

ｕ ＝
１
２Ｇ
２ψ
ρｚ

ｗ ＝
１
２Ｇ
２（１－ν） ２ － 

２

ｚ２
　[ ] ψ











（１０－６）

将式（１０－６）代入式（１０－５），得函数 ψ（ρ，ｚ）的双调和方程。于是，问题便归结为
在给定边界条件下求双调和函数 ψ（ρ，ｚ）。由此可见，选取位移函数是重要的。
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为此，可以利用应力分量的量纲分析来确定勒夫位移函数 ψ（ρ，ｚ）的可能形式。
已知应力分量的表达式为外力 Ｆ 乘以 ρ，ｚ，Ｒ 等长度坐标的负二次幂，位移

分量为长度坐标的负一次幂，注意到应变分量与位移分量之间以及应变分量与

应力分量之间关系，可由式（１０－６）看出，位移函数 ψ（ρ，ｚ）应为 ρ，ｚ 的正一次幂
的双调和函数。于是，取

ψ（ρ，ｚ）＝ ＡＲ ＋ Ｂ［Ｒ － ｚｌｎ（Ｒ ＋ ｚ）］ （１０－７）
其中

Ｒ ＝ ρ２ ＋ ｚ槡
２

将式（１０－６）依次代入式（１０－２）和式（１０－３）后，可得

σρ ＝

ｚ
ν ２ － 

２

ρ２( ) ψ
σφ ＝


ｚ
ν ２ － １

ρ

ρ( ) ψ

σ ｚ ＝

ｚ
（２ － ν） ２ － 

２

ｚ２
　[ ] ψ

τρｚ ＝

ρ
（１ － ν） ２ － 

２

ｚ２
　[ ] ψ



















（１０－８）

将式（１０－７）分别代入式（１０－６）和式（１０－８），即得位移和应力分量的仅含待定
常数 Ａ 和 Ｂ 的表达式，利用边界条件

（σ ｚ）ｚ ＝ ０，Ｒ ＝ ρ ＝ ０，　 （τρｚ）ｚ ＝ ０，Ｒ ＝ ρ ＝ ０ （１０－９）
及下列平衡条件

Ｆ ＝ － ∫
∞

０
２σ ｚπρｄρ （１０－１０）

确定常数 Ａ ＝
Ｆ
２π( ) 及 Ｂ ＝ －（１－２ν）Ｆ２π[ ] 后，可得

ｕ ＝ －
Ｆ（１ ＋ ν）ρ
２πＥＲ２

（１ － ２ν）
Ｒ
Ｒ ＋ ｚ

－ ｚ
Ｒ[ ]

ｖ ＝ ０

ｗ ＝
Ｆ（１ ＋ ν）
２πＥＲ

２（１ － ν）＋
ｚ２

Ｒ２[ ]













（１０－１１）
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σρ ＝
Ｆ
２πＲ２

（１ － ２ν）
Ｒ
Ｒ ＋ ｚ

－ ３ρ
２ ｚ
Ｒ３[ ]

σφ ＝ －
Ｆ
２πＲ２

（１ － ２ν）
Ｒ
Ｒ ＋ ｚ

－ ｚ
Ｒ( )

σ ｚ ＝ －
３Ｆ
２πＲ２

ｚ３

Ｒ３

σρｚ ＝ －
３Ｆ
２πＲ２

ρｚ２

Ｒ３



















（１０－１２）

此处 ｕ，ｖ，ｗ 分别为沿 ρ，φ，ｚ 方向的位移。由方程（１０－１１）可见，在任一 ｚ ／ ρ ＝常
数的直线上，位移与距原点的距离成反比，当 Ｒ→∞时，位移趋于零。而在 ｚ ＝ ０
平面上，竖向位移 ｗ 为

ｗ
　
　ｚ ＝ ０
＝ Ｆ（１

－ ν２）
πＥρ

上式在除原点附近之外的各点都是正确的。

图 １０－４

以上的结果，可以推广到在一定表面域上有分

布荷载作用的情况。

例如，在半空间表面 ｚ ＝ ０ 上，受半径为 ａ 的圆形
域的分布荷载 ｑ 作用，现在考察物体表面距圆心为 ρ
的一点 Ｍ 沿荷载方向的位移，如图 １０－４ 所示，其中
阴影单元面上的荷载为 ｑｓｄψｄｓ，故 Ｍ 点的总位移为

ｗ ＝
（１ － ν２）ｑ
πＥ ∫∫ｄｓｄψ

对 ｓ 积分，弦 ｍｎ 的长度为 ２ ａ２ －ρ２ ｓｉｎ２槡 ψ，且有
ａｓｉｎ φ ＝ ρｓｉｎ ψ

当 ψ 从－
π
２
变到

π
２
时，弦 ｍｎ 扫过整个圆的面积，由对称性，得

ｗ ＝
４（１ － ν２）
πＥ

ｑａ∫
π
２

０
１ －
ρ２

ａ２
ｓｉｎ２

槡
ψ ｄψ

　 　 对 ρ ／ ａ 的任何值，都容易利用椭圆积分表算出 ｗ。则在 ｚ ＝ ０ 的表面，圆形区
域中心一点处竖向位移 ｗ 为

（ｗ）ｚ ＝ ０ ＝
２（１ － ν２）
Ｅ

ｑａ （１０－１３）

如果所讨论的点 Ｍ 是在该受荷载作用区域以外，则考虑到在荷载面积内取一微
小单元面积，该微面是由以 Ｍ 点为中心而半径各为 ｓ 和 ｄｓ 的两圆弧与夹角为
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ｄψ 的两半径所围成。于是，Ｍ 点的竖向位移不难求出为①

（ｗ）ｚ ＝ ０ ＝
（１ － ν２）ｑ
πＥ ∫∫ｄｓｄψ （１０－１４）

Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ，Ｊ．Ｖ．（１８４２—１９２９）

　 　 布西内斯克（Ｂｏｕｓｓｉｎｅｓｑ，Ｊ．Ｖ．）是一位
著名的法国力学家、物理学家和数学家，他

于 １８４２ 年 ３ 月生于法国，１９２９ 年 ２ 月卒于

巴黎，享年 ８７ 岁。１８７２ 年至 １８８６ 年任里

尔大学科学系教授，讲授微积分；１８８６ 年

至退休任巴黎科学院的力学教授。半无限

弹性体表面受集中力作用的问题是他首先

给出了精确解，故称该问题为布西内斯克

问题。

§ １０－２　 赫兹接触问题

图 １０－５

赫兹（Ｈｅｒｔｚ，Ｈ Ｒ ）１８８１ 年研究了弹性球
体的接触应力问题（图 １０ － ５），即赫兹接触问


题

。两球体的半径分别为 Ｒ１，Ｒ２，在球中心均

受力 Ｆ 作用，两球在 Ｏ 点相切。变形前两球面
上距公法线的距离为 ρ 的 Ａ１ 和 Ａ２ 点间的距
离为

ξ１ ＋ ξ２ ≈
ρ２

２Ｒ１
＋ ρ

２

２Ｒ２
＝ βρ２ （１０－１５）

其中

β ＝
Ｒ１ ＋ Ｒ２
２Ｒ１Ｒ２
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① 详见文献［１７］。



　 　 现在假定距两球体接触点的中线足够远的两点，因相互压缩而相互接近的
距离为 δ，而 Ａ１ 和 Ａ２ 点此时所发生的相向位移分别为 ｗ１ 和 ｗ２，于是有

ｗ１ ＋ ｗ２ ＝ δ － βρ
２

　 　 若将接触面视为弹性半空间表面受圆形域荷载作用，Ａ１ 点表示下面球在接
触面上的一点，于是由式（１０－１４）有

ｗ１ ＝
１ － ν２１
πＥ１ ∫∫ｑｄｓｄψ （１０－１６）

其中 Ｅ１，ν１ 为下面球的弹性模量和泊松比，类似地可得 ｗ２ 及

ｗ１ ＋ ｗ２ ＝
１
π

１ － ν２１
Ｅ１

＋
１ － ν２２
Ｅ２( ) ∫∫ｑｄｓｄψ ＝ δ － βρ２ （１０－１７）

　 　 现在问题归结为求满足积分方程（１０－１７）的未知函数 ｑ。赫兹得出，ｑ（ρ）
应与接触圆上的半球面的纵坐标成正比。赫兹给出

ｑ（ρ）＝
ｑｍａｘ
ａ

ａ２ － ｒ槡
２

（１０－１８）

其中 ｑｍａｘ为接触圆中心点 Ｏ 处的压力，ｒ ＝ ｜ ＯＡ ｜（图 １０－４）。为了验证上述关系
式，可将式（１０－１８）代入式（１０－１７）积分。此处 ｍｎ 的长度为

２ ａ２ － ρ２ ｓｉｎ２槡 ψ
于是

∫ｑ（ρ）ｄｓ ＝ ｑｍａｘａ
π
２
（ａ２ － ρ２ ｓｉｎ２ψ） （１０－１９）

∫∫ｑ（ρ）ｄｓｄψ ＝ π
２ｑｍａｘ（２ａ

２ － ρ２）
４ａ

（１０－２０）

将式（１０－２０）代入式（１０－１７）后，整理后得

δ ＝
１ － ν２１
Ｅ１

＋
１ － ν２２
Ｅ２( ) πａｑｍａｘ２ （１０－２１）

β ＝
１ － ν２１
Ｅ１

＋
１ － ν２２
Ｅ２( ) πρ

２ｑｍａｘ
４ａ

（１０－２２）

于是可得

ｑｍａｘ ＝
３Ｆ
２πａ２

（１０－２３）

由式（１０－２２），得

７９１§ １０－２　 赫兹接触问题 　 　

［标注 １０－１：

赫兹假设］



ａ ＝

３
３ＦＲ１Ｒ２
４（Ｒ１ ＋ Ｒ２）

１ － ν２１
Ｅ１

＋
１ － ν２２
Ｅ２( )槡

（１０－２４）

ｑｍａｘ ＝
３

６Ｆ（Ｒ１ ＋ Ｒ２）
２

π３Ｒ２１Ｒ
２

２

１ － ν２１
Ｅ１

＋
１ － ν２２
Ｅ２( )槡

（１０－２５）

若 Ｅ１ ＝Ｅ２ ＝Ｅ，ν１ ＝ ν２ ＝ ０ ３，则得

ｑｍａｘ ＝ ０ ３８８
３
ＦＥ２（Ｒ１ ＋ Ｒ２）

２

Ｒ２
１
Ｒ２
２槡

（１０－２６）

ａ ＝ １ １１
３ ＦＲ１Ｒ２
Ｅ（Ｒ１ ＋ Ｒ２）槡

（１０－２７）

δ ＝ １ ２３
３
Ｆ２（Ｒ１ ＋ Ｒ２）

Ｅ２Ｒ１Ｒ２槡
（１０－２８）

从而可进一步求出球体中的应力场。最大压应力发生在接触面中心，即 ｑｍａｘ值，
最大拉应力发生在接触面边界上，其值为 ０ １３３ｑｍａｘ。最大切应力发生在公共法
线上距 Ｏ 点 ０ ４７ａ 附近，其值为 ０ ３１ｑｍａｘ。

如果球体与平面接触，只须令 Ｒ１→∞即可；如果球体与凹面球座接触，只须
令 Ｒ１ 取负值即可。

Ｈｅｒｔｚ，Ｈ．Ｒ．（１８５７—１８９４）

　 　 赫兹（Ｈｅｒｔｚ，Ｈ．Ｒ．），德国物理学家。
频率的单位赫（兹）即为纪念他而命名。

１８５７ 年 ２ 月 ２２ 日生于汉堡，１８９４ 年 １ 月 １

日在波恩病逝。１８８０ 年获哲学博士学位。

１８８９ 年他任波恩大学的物理教授，研究了

两物体相触后产生的局部应力和应变分布

的规律，称为赫兹接触问题。
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§ １０－３　 简单热应力问题

弹性体因所处环境的温度变化就将引起物体的膨胀和收缩，并相伴产生应

力，这种应力称为热应力


。对于某些在温度变化环境中工作的结构和构筑物，其

热应力是不容忽视的，本节将以简例扼要说明热应力的分析思路。

设有一各向同性弹性立方体，三个坐标方向的尺寸相同，均为 ａ，则在均匀
温度下受热而发生膨胀，这时各方向伸长后的尺寸应均为 αａ，此处 α 称为线胀


系数


。于是，对一直径为 ｄ，长为 ｌ 的直杆当温度变化为 Ｔ 时，则长度方向的应变

ε ｌ ＝ αＴｌ ／ ｌ ＝ αＴ。同样地，沿径向的应变 εｄ ＝ αＴ。
物体所处环境内的温度往往是随时间、空间位置变化的，其所处的空间称为

温度场


，在直角坐标中，温度场为

Ｔ ＝ Ｔ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）
　 　 不随时间变化的 Ｔ 称定常温度场（Ｔ ／ ｔ ＝ ０），即热源强度Ｗ ＝ ０，否则是非
定常温度场。温度场是一种数量场。热量的传递引起温度的变化，也就是温度

梯度的变化。若单位时间、单位面积上传递的热量定义为热流密度，显然热流密

度与温度梯度成正比，但方向相反，这一规律称为傅里叶定律


。

下面给出平面热应力问题的基本关系式：

平面热应力问题和等温度情况的平衡方程和几何方程形式一样，而平面应

力的本构关系为

ε ｘ ＝
１
Ｅ
（σ ｘ － νσ ｙ）＋ αＴ

ε ｙ ＝
１
Ｅ
（σ ｙ － νσ ｘ）＋ αＴ

γ ｘｙ ＝
２（１ ＋ ν）
Ｅ

τ ｘｙ















（１０－２９）

平面应变问题的本构关系为

ε ｘ ＝
１ － ν２

Ｅ
σ ｘ －

ν
１ － ν

σ ｙ( ) ＋ （１ ＋ ν）αＴ
ε ｙ ＝

１ － ν２

Ｅ
σ ｙ －

ν
１ － ν

σ ｘ( ) ＋ （１ ＋ ν）αＴ
γ ｘｙ ＝

２（１ ＋ ν）
Ｅ

τ ｘｙ















（１０－３０）
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下面给出受热管道及坝体热应力的分析例子。

一、受热管道的热应力

下面讨论受热厚管的应力分析。设管的半径为 ａ，管内增温为 Ｔａ，管外

增温为零，管内无热源时管内热应力为零。由于管为定常温度场，由热传导

方程知①

Ｔ
ｔ
＝ ０，　 　 ２Ｔ ＝ ０ （１０－３１）

此为轴对称温度场，故有

ｄ２Ｔ
ｄρ２
＋ １
ρ
ｄＴ
ｄρ
＝ ０ （１０－３２）

积分，得

Ｔ ＝ Ａｌｎ ρ ＋ Ｂ
边界条件

Ｔ ｜ ρ ＝ ａ ＝ Ｔａ
Ｔ ｜ ρ ＝ ｂ ＝ ０

可得

Ａ ＝
１

ｌｎ ａ － ｌｎ ｂ
Ｔａ，　 　 Ｂ ＝

－ ｌｎ ｂ
ｌｎ ａ － ｌｎ ｂ

Ｔａ （１０－３３）

Ｔ ＝
ｌｎ ｂ － ｌｎ ρ
ｌｎ ｂ － ｌｎ ａ

Ｔａ （１０－３４）

　 　 由轴对称平面应变问题，有
ｗ ＝ ０，　 　 ｕ ρ ＝ ｕ ρ（ρ） （１０－３５）

则有

σρ
ρ
＋
σρ－σθ
ρ
＝ ０ （１０－３６）

ερ ＝
ｄｕ ρ
ｄρ
，　 εφ ＝

ｕ ρ
ρ

（１０－３７）
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σρ ＝
Ｅ
１ ＋ ν

ν
１ － ２ν

φ ＋ ερ( ) － αＥＴ１ － ２ν

σφ ＝
Ｅ
１ ＋ ν

ν
１ － ２ν

φ ＋ εφ( ) － αＥＴ１ － ２ν

σ ｚ ＝
Ｅνφ

（１ ＋ ν）（１ － ２ν）
－ αＥＴ
１ － ２ν

φ ＝ ερ ＋ εφ

















（１０－３８）

将以上两式代入平衡方程，得

ｄ２ｕ ρ
ｄρ２

＋ １
ρ

ｄｕ ρ
ｄρ
－
ｕ ρ
ρ２
＝ １
＋ ν
１ － ν

α
ｄＴ
ｄρ

（１０－３９）

引入热弹性势 Φ（ρ），使得

ｕ ρ ＝
ｄΦ
ｄρ

（１０－４０）

注意到

ｄ２

ｄρ２
＋ １
ρ
ｄ
ｄρ
＝ １
ρ
ｄ
ｄρ
ρ
ｄ
ｄρ( ) （１０－４１）

并计及式（１０－３４），可得一个特解

Φ ＝
βρ２

ｌｎ ｂ － ｌｎ ａ
（ｌｎ ｂ － ｌｎ ρ ＋ １），　 　 β ＝

１ ＋ ν
４（１ － ν）

αＴ

不难写出相应的应力为

σρ ＝ － ２Ｇ
ｄΦ
ρｄρ
，　 σφ ＝ － ２Ｇ

ｄ２Φ
ｄρ２

（１０－４２）

于是可得该特解对应的应力分量

σρ ＝ －
２Ｇβ

ｌｎ ｂ － ｌｎ ａ
２ｌｎ

ｂ
ρ
＋ １( )

σφ ＝ －
２Ｇβ

ｌｎ ｂ － ｌｎ ａ
２ｌｎ

ｂ
ρ
－ １( )










（１０－４３）

在上式中，令 ρ ＝ ａ，ρ ＝ ｂ 代入后，得到
（σ′ρ）ρ ＝ ａ ＝ －ｐ１，　 （σ′ρ）ρ ＝ ｂ ＝ －ｐ２ （１０－４４）

显然，该解不满足圆筒内外壁面力为零的条件，故应消去管内外的 － ｐ１ 和
－ｐ２，式（１０ － ３９）的齐次解对应于厚壁圆筒问题式（６ － ６２），相应的解为式
（６－６２），将其叠加到式（１０－４３）上，最终可得管内热应力为
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σρ ＝ －
αＥＴａ
２（１－ν）

ｌｎ ｂ－ｌｎ ρ
ｌｎ ｂ－ｌｎ ａ

－
（ｂ ／ ρ）２ －１
（ｂ ／ ａ）２ －１[ ]

σφ ＝ －
αＥＴａ
２（１－ν）

ｌｎ ｂ－ｌｎ ρ－１
ｌｎ ｂ－ｌｎ ａ

＋
（ｂ ／ ρ）２ ＋１
（ｂ ／ ａ）２ －１[ ]











（１０－４５）

二、坝体热应力

现在研究顶角为 ２β 的楔形坝体的内部热应力问题（图 １０－６）。
坝体中的热应力是一个重要的工程实际问题。但问题比较复杂，引起温度

图 １０－６

变化的因素较多，这里只考虑一种楔形坝体的中心线上的

温度变化为 Ｔ０，两侧边上的变化为零，内部变化按下列公
式的规律而变化的情况

Ｔ ＝
ｃｏｓ φ－ｃｏｓ β
１－ｃｏｓ β

Ｔ０ （１０－４６）

这一问题属平面应变问题（图 １０－６），在此先按平面应
力问题计算。由平面应力问题位移法，热弹性势


Φ 满足

２Φ ＝（１＋ν）αＴ
即

２

ρ２
＋ 
ρ ρ

＋
　 ２ 　
ρ２φ２( ) Φ ＝（１＋ν）αＴ０ ｃｏｓ φ－ｃｏｓ β１－ｃｏｓ β

（１０－４７）

取弹性势函数为

Φ ＝ ρ２（ｃ１ ｃｏｓ φ＋ｃ２） （１０－４８）
将上式（１０－４８）代入式（１０－４７），得

３ｃ１ ｃｏｓ φ＋４ｃ２ ＝（１＋ν）αＴ０
ｃｏｓ φ－ｃｏｓ β
１－ｃｏｓ β

（１０－４９）

由此可得

ｃ１ ＝
（１＋ν）αＴ０
３（１－ｃｏｓ β）

，　 ｃ２ ＝ －
（１＋ν）αＴ０ ｃｏｓ β
４（１－ｃｏｓ β）

代入式（１０－４８）后，得

Φ ＝
（１＋ν）αＴ０ρ

２

（１－ｃｏｓ β）
　
１
３
ｃｏｓ φ－

１
４
ｃｏｓ β( ) （１０－５０）

与上面的例子类似，可得特解的应力分量

２０２ 　 　 第十章 　 弹性力学专门问题



σ′ρ ＝ ｋ１
１
３
ｃｏｓ φ－ｋ２( )

σ′φ ＝ ｋ１
２
３
ｃｏｓ φ－ｋ２( )

τ′ρφ ＝ ｋ１
１
３
ｓｉｎ φ















（１０－５１）

其中

ｋ１ ＝ －
ＥαＴ０
１－ｃｏｓ β

，　 　 ｋ２ ＝
１
２
ｃｏｓ β

由此可求出在边界上的应力分量为

σ′ρ ｜ φ ＝ ±β ＝
１
３
ｋ１ｋ２

τ′ρφ ｜ φ ＝ ±β ＝ ±
ｋ１ ｓｉｎ β
３











（１０－５２）

为了消除与原命题不符的应力场，类似地应叠加一相反的应力场，为此考虑

应力函数

Φ ＝ ρ２ ｆ（φ） （１０－５３）
因为 Φ 为双调和函数，故有

Φ ＝ ρ２（Ａｃｏｓ ２φ－Ｂｓｉｎ ２φ＋Ｃφ＋Ｄ） （１０－５４）
由此，按平面问题一章的方法，可求得应力场 σ″ρ，σ″φ，τ″ρφ后与式（１０－５１）叠加，计
及 σφ，τρφ在边界均为零的边界条件后，最终得

σρ ＝
－ｋ１（ｓｉｎ φ－ｃｏｓ β ｃｏｓ φ＋ｃｏｓ

２β）
６ｋ２

σφ ＝ －
ｋ１（ｃｏｓ φ－ｃｏｓ β）

２

６ｋ２

τρφ ＝ －
ｋ１ ｓｉｎ φ（ｃｏｓ φ－ｃｏｓ β）

６ｋ２















（１０－５５）

可见最大拉应力在边界上，其值为

σρ ｜ φ ＝ ±β ＝
ｋ１
６ｋ２
（ｃｏｓ２β－１） （１０－５６）
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§ １０－４　 弹性波　 初等理论

物体受突加荷载作用后，其变形和相应的应力并不能立即传到物体的各个

部分。在开始时刻，物体的变形，或者一般地说，物体受到的扰动，只在加载处的

邻域内产生，该邻域以外的部分则仍处于未扰动的状态。之后，物体的变形和应

力便以波的形式向远处传播。在荷载作用时间远小于波的传播时间的情况下，

物体的运动主要表现为波的传播现象。根据介质的物理性质，边界条件和荷载

的作用形式不同，波的传播过程将呈现出各种不同的特征。

本节以半无限长弹性细杆在端部受到动荷载作用为例，研究弹性应力波（弹


图 １０－７

性波


）在杆内向远处传播的规律。材料的弹性模

量为 Ｅ，密度为 ρ。设外荷载较小，使得杆端应力
σ ＜ σ０，σ０ 为动屈服极限。又设荷载为压力
（图 １０－７），则在杆中传播的是弹性压缩波。在此
处，应力以压缩为正，于是运动方程（波动方程）为

２ ｕ
ｔ２
＝ ｃ２０
２ ｕ
ｘ２

（１０－５７）

其中 ｃ０ ＝ Ｅ ／槡 ρ是与应力大小无关的常数，为杆中弹性纵波


的波速，ｕ 是 ｘ 方向的
位移。对金属材料而言，ｃ０ 的数量级为每秒几千米（横波

波速一般只是纵波波

速的一半）。表 １０－１ 中给出了若干种材料的纵波波速 ｃ０ 的值。
应当指出，波的传播速度（简称波速


）和在波传播中材料质点的运动速度是

两个不同的物理量，不能相互混淆。材料的质点受到扰动后，只能在平衡位置附

近运动，其运动的速度称为质点的速度。而质点将所受到的干扰相继传播到相

邻质点的速度，称为波的传播速度。

表 １０－１

材料 ｃ０ ／（ｍ·ｓ
－１
） Ｚ ｓ ／（１０

５Ｐａ·ｓ·ｍ－１）

黄铜 ４ ３００ ３６１

铝合金 ６ １００ １６５

钢 ５ ８００ ４５２

有机玻璃 ２ ６００ ３１

土壤 １００ ～ ５００ ５ ～ ８２

　 　 以上二阶微分方程（１０ － ５７）可以改写成与之等价的一阶偏微分方程组，
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如令

ｖ ＝
ｕ
ｔ

则有

ε
ｔ
＝ 
ｖ
ｘ

代入本构关系 σ ＝ －Ｅε ＝ －Ｅ
ｕ
ｘ
及 ｃ２０ ＝

Ｅ
ρ
后，上式及方程（１０－５７）化为

ρ
ｖ
ｔ
＋σ
ｘ
＝ ０

１
Ｅ
σ
ｔ
＋
ｖ
ｘ
＝ ０











写成矩阵形式

( ρ０　 ０
１ ／ Ｅ ) ( ｖ，ｔσ，ｔ ) ＋ ( ０１　 １０ ) ( ｖ，ｘσ，ｘ ) ＝ ( ００ )

或缩写为

ＡＷ，ｔ＋ＢＷ，ｘ ＝ ０
其中

Ａ ＝ ( ρ０　 ０
１ ／ Ｅ )，Ｂ ＝ ( ０１　 １０ )，Ｗ ＝ ( ｖσ )

今后可看到，质点的运动速度与瞬时应力成正比，它比波速要小得多，并且

可从方程（１０－５７）的解直接得到。实际上，在所讨论问题的情况下（半无限长细
杆在端部受到动力作用，没有反向波），方程（１０－５７）的解为

ｕ ＝ ｆ（ｘ－ｃ０ ｔ） （１０－５８）
于是有

ε ＝
ｕ
ｘ
＝ ｆ ′（ｘ－ｃ０ ｔ）

σ ＝ －Ｅε ＝ －Ｅｆ ′（ｘ－ｃ０ ｔ）

ｖ ＝
ｕ
ｔ
＝ ｃ０［－ｆ ′（ｘ－ｃ０ ｔ）］













（１０－５９）

比较 σ 和 ｖ 的表达式后，得到

ｖ ＝
ｃ０σ
Ｅ

（１０－６０ａ）

或者
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σ ＝ ρｃ０ ｖ ＝Ｚ ｓｖ （１０－６０ｂ）

注意，此处规定压应力为正，Ｚ ｓ ＝ ρｃ０。式（１０－６０）表明：

（１）质点的运动速度 ｖ 与瞬时应力 σ 成正比，比例常数 Ｚ ｓ 称为声阻抗率
，

其单位为 Ｐａ·ｓ ／ ｍ。若干材料的声阻抗率已列在表 １０－１ 中。
（２）当杆端受到压力时，波的传播方向、质点的运动速度方向及应力方向一

致。反之，如果杆端是受到拉力作用，波的传播方向与质点的运动速度方向及应

力方向相反。

（３）式（１０－６０）又可如下地解释或推导。设在 ｔ 时刻内，杆端受到的应力是

不变的，因而杆件受压缩的长度为 ｃ０ ｔ，在 ｘ＞ｃ０ ｔ 的杆内，没有受到扰动。在扰动

段内，ε ＝σ ／ Ｅ。因此，杆端的总位移为 ｃ０ ｔε ＝ ｃ０ ｔσ ／ Ｅ。在此时间内，杆端的位移
应为 ｖｔ。令两者相等，就得到式（１０－６０）。

现讨论弹性波在有限长杆端部的反射，已知方程（１０－５７）的一般解为

ｕ（ｘ，ｔ）＝ ｆ１（ｘ－ｃ０ ｔ）＋ｆ２（ｘ＋ｃ０ ｔ）＝ ｕ１（ｘ，ｔ）＋ｕ２（ｘ，ｔ）

其中，ｕ１ ＝ ｆ１（ｘ－ｃ０ ｔ）为右行波，其波前前进路线的方程为 ｘ ＝ ｃ０ ｔ＋ｃｏｎｓｔ；ｕ２ ＝ ｆ２（ｘ＋

ｃ０ ｔ）为左行波，其波前前进路线的方程为 ｘ ＝ －ｃ０ ｔ＋ｃｏｎｓｔ。对应于 ｕ１ 和 ｕ２ 的应力
分别为

σ１ ＝Ｅ
ｕ１
ｘ
＝ －Ｚ ｓ

ｕ１
ｔ
＝ －Ｚ ｓｖ１

σ２ ＝Ｅ
ｕ２
ｘ
＝Ｚ ｓ

ｕ２
ｔ
＝Ｚ ｓｖ２

上式表明，对于右行波，应力和质点速度符号相反，即负应力对应于正速度；左行

波的应力与质点速度符号相同。应力和速度之比为±Ｚ ｓ。

现在考虑两个相向运动的应力波，如图 １０－８ａ 所示。应力分别为 σ１ 和 σ２，
符号相同。由于弹性波的控制方程为线性的，所以当两个波相遇时，其重叠部分

的应力和速度可以用叠加法来计算。但应注意，这里是代数相加，要注意它们的

符号。对于同号应力波相遇之后，在波形重合部分的应力为两应力波应力之和，

符号不变（图 １０－８ｂ，ｃ）而速度则为两者之差，符号与其中绝对值最大者相同。
两波分离之后，则各自按原来的波形传播。如果两个相向运动的应力波应力符

号相反，则两波相遇之后，其重合部分的应力为两应力之差，符号与其中绝对值

最大者相同，而速度则为两者之和。两波分离之后，仍按各自的波形传播。

显然，若两个应力值相等，波的长度相同，但应力符号相反的波相遇之后，应

力互相抵消，即其重叠部分的应力变为零，但其质点速度加倍。图 １０－９ 给出了
两个异号应力波相遇时应力的变化的情况。
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图 １０－８

　 　 　

图 １０－９

现在设想在 Ｂ 处（两波相遇的截面）将杆切开，则在图 １０－８ 所示的情况下，
Ｂ 截面的应力加倍，速度为零，这相当于有限长杆的固定端；而在图 １０－９ 所示的
情况下，则应力恒为零，这相当于有限长杆的自由端，在该处速度加倍。

由此可见，对于有限长杆，当波由扰动端（加载端）Ａ 传播到远端 Ｂ 时，必将
发生波的反射，生成反射波


。这个反射波相当于从 Ｂ 端以外传来的相向运动的

波。由以上讨论可知：波由固定端反射后，应力增至入射波应力的 ２ 倍，质点速
度减为零，波的性质不变［即拉伸（压缩）波仍为拉伸（压缩）波］；而波由自由端

反射后，应力减至零，质点速度增为入射波质点速度的 ２ 倍，波的性质改变［即
拉伸（压缩）波变为压缩（拉伸）波］，波形不变。

在弹性介质中传播的应力波的研究无疑是空间问题，根据介质的特征将出

现各种复杂的情况①。其中主要是膨胀波


（又称无旋波


）和畸变波。

膨胀波波速为

ｃ１ ＝
λ＋２Ｇ
ρ槡

畸变波的波速为

ｃ２ ＝
Ｇ
ρ槡

显然，膨胀波波速 ｃ１ 大于畸变波波速 ｃ２。
沿弹性体表面传播的波称为表面波


，又称为瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ）波


，这种波在物

体表面以倒转的椭圆形轨迹向远处传播。其竖向分量大于水平分量约 １．５ 倍。
质点振动的振幅随深度呈指数衰减，并在约 ０．１９２ 波长处质点运动的轨迹变为
相反方向的椭圆，如图 １０－１０ 所示。因此，瑞利波的波长越长，它向介质深部的
穿透越深。当 ν ＝ ０ ２５ 时，其传播速度为

７０２§ １０－４　 弹性波 　 初等理论 　 　

① 见参考文献，例如［２５］。



图 １０－１０

ｃ３ ＝ ０ ９１９ ４
Ｇ
ρ槡

Ｒａｙｌｅｉｇｈ Ｌｏｒｄ（１８４２—１９１９）

　 　 瑞利（Ｒａｙｌｅｉｇｈ Ｌｏｒｄ），英国物理学家，生于 １８４２ 年，

１８６１ 年进入剑桥大学三一学院学习数学，１８６５ 年毕业时

获得司密斯奖。曾任剑桥大学实验物理学教授，国家爆

炸委员会主席，剑桥大学校长，皇家学会秘书长、主席。

他在孤波理论方面有重要研究成果，他发现了在固体介

质表面传播的一种波，这种波就以他的名字命名为瑞利

波。１９０４ 年获得诺贝尔物理奖。１９１９ 年逝世。

　 　 在地震观测中还发现一种特殊的面波，其质点振动平面平行于地表面，产生
于地表面上覆盖着的薄层底面，沿分界面方向传播，这种波称为勒夫波，是英国

科学家勒夫于 １９１１ 年首先发现。
此外，还有其他形式的弹性波，非弹性波。根据扰动源、介质性质、物体形态

的不同，将出现各种复杂的，但有趣的景象。这些在工程技术和科学研究等方面

都有广泛的应用。

§ １０－５　 用 ＭＡＴＬＡＢ 软件计算弹性力学问题

众所周知，科学计算软件包 ＭＡＴＬＡＢ 是 Ｍａｔｒｉｘ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ（矩阵实验室）两
个字头合成的一个计算软件新词。它具备卓越的数值计算能力，还提供了专业
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水平的符号计算、文字处理，可视化建模仿真等功能。ＭＡＴＬＡＢ 的基本数据单
位是矩阵，它的指令表达式与数学、工程中常用的形式十分相似，故用 ＭＡＴＬＡＢ
来解算问题要比用其他语言简捷得多。

ＭＡＴＬＡＢ 主包文件和各种工具包都是可读可修改的文件，用户通过对源程
序的修改或加入自己编写的程序构造新的专用工具包，非常方便实用。

ＭＡＴＬＡＢ是第四代计算机语言，利用其丰富的函数资源，可使编程人员从繁琐
的程序代码中解放出来。ＭＡＴＬＡＢ最突出的特点就是简洁，直观，代码符合人们的思
维习惯。

详细了解 ＭＡＴＬＡＢ 见附录 Ｃ，进一步学习可参见附录 Ｃ 给出的参考文献。
如前所述，弹性力学问题的数学表述，都可以归结为常微分方程（ＯＤＥ）或偏微

分方程（ＰＤＥ）的定解问题，而许多偏微分方程问题也可以转化为常微分方程问题来
求得近似解。ＭＡＴＬＡＢ 为其提供了求解函数和求解器（ｓｏｌｖｅｒ），可以实现常微分方程
的解析求解和数值求解。同时通过编程还可以求其数值解。求数值解的方法很多，

例如，Ｅｕｌｅｒ 法、Ｒｕｎｇｅ－Ｋｕｔｔａ 法等。ＭＡＴＬＡＢ 常微分方程符号解的语法是：
　 　 ｄｓｏｌｖｅ（ｅｑｕａｔｉｏｎ ，ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ）
（１）求常微分方程的通解
例如，求下列微分方程的通解：ｙ″＋２ｙ′＋ｅ ｘ ＝ ０，即
＞＞ｄｓｏｌｖｅ（Ｄ２ｙ＋２Ｄｙ＋ｅｘｐ（ｘ）＝ ０ ，ｘ ）
ａｎｓ ＝
－１ ／ ３ｅｘｐ（ｘ）－１ ／ ２ｅｘｐ（－２ｘ）Ｃ１＋Ｃ２

可知通解为 ｙ ＝ －
１
３
ｅ ｘ－
１
２
ｅ－２ｘＣ１ ＋Ｃ２，此处 Ｃ１，Ｃ２ 为常数。

（２）用有限元法求解偏微分方程的数值解
设偏微分方程为下列 Ｐｏｉｓｓｏｎ 方程：

ｕｘｘ（ｘ，ｙ）＋ｕｙｙ（ｘ，ｙ）＝ ｆ（ｘ，ｙ）
在边界上：ｕ（ｘ，ｙ）＝ ｂ（ｘ，ｙ）
其主要步骤为：

１）将二维区域 Ｄ 划分为 ｎ 个可不相等的区域（ｓ１，ｓ２，…，ｓｎ）；
２）在边界上确定 ｎ 个节点，按由外向内的顺序编号；
３）定义基函数和插值函数：

φｎ（ｘ，ｙ）＝ （φｎ，ｓ，ｓ ＝ １，２，…，ｎ）（ｘ，ｙ）∈Ｄ
φｎ，ｓ（ｘ，ｙ）＝ ｐｎ，ｓ（１）＋ｐｎ，ｓ（２）ｘ＋ｐｎ，ｓ（３）ｙ

这样保证了 φｎ仅在 ｎ 节点取值为 １，其他节点为 ０。同时偏微分方程的解可由
φｎ 线性表示：
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ｕ（ｘ，ｙ）＝ ｃＴφ（ｘ，ｙ）＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｉφ ｉ ＝ ｃ

Ｔ
１φ１ ＋ ｃ

Ｔ
２φ２

其中

φ１ ＝（φ１ φ２… φ ｂ）
Ｔ
，ｃ１ ＝（ｃ１ ｃ２… ｃｂ）

Ｔ

φ２ ＝（φ ｂ＋１ φ ｂ＋２… φｎ）
Ｔ
，ｃ２ ＝（ｃｂ＋１ ｃｂ＋２… ｃｎ）

Ｔ

对于每一子域，可写为：

φ ｓ（ｘ，ｙ）＝
ｎ

ｉ ＝ １
ｃｎφ ｎ，ｓ（ｘ，ｙ）

４）根据边界条件确定 ｃ１ 中的节点系数；
５）确定内节点的系数。
在求解偏微分方程前，应首先给出基函数的图形。可通过以下步骤实现：

（１）通过函数 ｆｅｍ＿ｂａｓｉｓ＿ｆｔｍ 产生基函数，使得 φｎ仅在 ｎ 处取 １，其余处均为
０，产生基函数的程序：ｆｅｍ＿ｂａｓｉｓ＿ｆｔｍ。

调用格式：ｐ ＝ ｆｅｍ＿ｂａｓｉｓ＿ｆｔｍ（Ｎ，Ｓ）。
此处 Ｎ———节点坐标矩阵；Ｓ———子区域的节点列表矩阵，如第 ｉ 行为第 ｉ 个

子域内的所有节点编号；ｐ———为基函数 ｆｔｍ ｐｈｉ＿ｉ 系数。
具体程序代码如下：

Ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｐ ＝ ｆｅｍ＿ｂａｓｉｓ＿ｆｔｍ（Ｎ，Ｓ）
％ｐ（Ｉ，ｓ，１：３）：基函数 ｆｔｍ ｐｈｉ＿ｉ 系数
％有 ｓ 个子区域。％Ｎ （ｎ，１，：２）：第 ｎ 个节点的 ｘ 和 ｙ 坐标
％Ｓ（ｓ，１：３）：第 ｎ 个子区域的节点数 ｓ
Ｎ＿ｎ ＝ ｓｉｚｅ（Ｎ，１）：％ 总节点数
Ｎ＿ｓ ＝ ｓｉｚｅ（Ｓ，１）：％ 总子区域个数

ｆｏｒ ｎ ＝ １：Ｎ＿ｎ
　 　 ｆｏｒ ｓ ＝ １：Ｎ＿ｓ
　 　 　 　 ｆｏｒ ｉ ＝ １：３
　 　 　 　 　 　 Ａ（ｉ，１：３）＝ ［１ Ｎ（Ｓ（ｓ，ｉ），１：２）］；
　 　 　 　 　 　 Ｂ（ｉ）＝ （Ｓ（，ｉ）＝ ＝ ｎ）；
　 　 　 　 ｅｎｄ
　 　 　 　 ｐｎｔ ＝ Ａ ＼ｂ；
　 　 　 　 ｆｏｒ ｉ ＝ １：３，ｐ （ｎ，ｓ，ｉ）＝ ｐｎｔ （ｉ）；ｅｎｄ
　 　 ｅｎｄ
ｅｎｄ
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ｂｘ０ ＝ ｉｎｌｉｎｅ （ｙ ＾ ２ ，ｙ ）；
ｂｘｆ ＝ ｉｎｌｉｎｅ （４ ＾ ２ ｃｏｓ （ｙ），ｙ ）；％ 边界条件
ｂｙ０ ＝ ｉｎｌｉｎｅ （ｘ ＾ ２ ，ｘ ）；
ｂｙｆ ＝ ｉｎｌｉｎｅ （４＾ ２ ｃｏｓ （ｘ），ｘ ）；
Ｄ ＝ ［ｘ０ ｘｆ ｙ０ ｙｆ ］；ＭａｘＩｔｅｒ ＝ ４００；ＭｉｎＥｒｒ ＝ １ｅ－４；
ｃｌｆ，ｍｅｓｈ （ｘ，ｙ，Ｕ ）％ ａｘｉｓ （［０ ４ ０ ４ －１００ １００ ］）；
（２）通过函数 ｆｅｍ＿ｃｏｅｆ 为每一个节点和子区域构造基函数 φｎ，ｓ（ｘ，ｙ），求得系数

向量 ｃ，实现每一个节点和子区域构造基函数。若令：Ｎ为总节点数，Ｓ 为子区域节点
列表矩阵，Ｎ＿ｉ 为区域内点数，ｃ 为边界点的取值，ｆ 为方程右边的函数，则有

调用格式：［Ｕ，ｃ］＝ ｆｅｍ＿ｃｏｅｆ （ｆ，ｐ，ｃ，Ｎ，Ｓ，Ｎ＿ｉ）。
于是，可以类似地写出具体计算程序代码。

（３）编程实现绘制基函数图形的函数：Ｓｈｏｗ＿Ｂａｓｉｓ，得出基函数图形
调用格式：Ｓｈｏｗ＿Ｂａｓｉｓ（）。
于是，可以类似地写出相应具体计算程序代码。

由于求解偏微分方程比较复杂，ＭＡＴＬＡＢ 特别准备了求解偏微分方程的工
具箱 ＰＤＥＴＯＯＬ。可以用 ＰＤＥＴＯＯＬ 求解椭圆型偏微分方程、抛物线型偏微分方
程、双曲线型偏微分方程和特征值型偏微分方程，非常方便。于是，可以用

ＰＤＥＴＯＯＬ 来解弹性力学边值问题。
以下将借助偏微分方程工具箱 ＰＤＥＴＯＯＬ，采用有限元法求解弹性柱体扭转

问题的例子。

例 １０－１　 给出图 １０－１１ 中的带有中间弹性支承的简支梁受均布荷载作用
下的挠曲线和内力图。

图 １０－１１

解：该梁的挠曲线控制方程为 ＥＩｗ（４）＝ ｑ，这里 Ｅ 为弹性模量，Ｉ 为截面惯性
矩，ｗ 表示梁的挠度，ｑ 为均布荷载。边界条件为：

ｗ（０）＝ ０，ＥＩｗ（２）（０）＝ ０，ｗ（Ｌ）＝ ｗＣ，ｗ′＝ ０，ｗ（２Ｌ）＝ ０，ＥＩｗ
（２）
（２Ｌ）＝ ０

本例中采用 ｄｓｏｌｖｅ 进行求解，但 ｄｓｏｌｖｅ 只能求解静定问题，即其边界条件不能为
超静定，为使该问题能够顺利求解，将图 １０－１１ 所示梁分解为左右两部分梁的
联合，然后再合成。求解程序如下：

％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％％
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Ｃｌｅａｒ ａｌｌ
ｓｙｍｓ Ｅｌｓ Ｉｔ ｑ Ｌ ｗｃ ＬＩＩ　 　 ％符号声明，Ｅｌｓ 表示弹性模量，Ｉｔ 表示截面惯性

矩，ｑ 为均布荷载
％Ｌ 为 １ ／ ２ 梁长，ｗｃ 为中点位移，ＬＩＩ 表示梁的全
部长度

ｗ１ ＝ ｄｓｏｌｖｅ（ＥｌｓＩｔＤ４ｗ ＝ ｑ ，ｗ（０）＝ ０，Ｄｗ（Ｌ）＝ ０，ｗ（Ｌ）＝ ｗｃ，Ｅｌｓ Ｉｔ
Ｄ２ｗ（０）＝ ０ ，ｘ ）； ％求解微分方程

％满足左部分边界条件
ｗ２ ＝ ｄｓｏｌｖｅ（ＥｌｓＩｔＤ４ｗ ＝ ｑ ，ｗ（ＬＩＩ）＝ ０，Ｄｗ（Ｌ）＝ ０，ｗ（Ｌ）＝ ｗｃ，ＥｌｓＩｔ

Ｄ２ｗ（ＬＩＩ）＝ ０ ，ｘ ）；％求解微分方程满足右部
％分边界条件

ｓｙｍｓ ｘ；ｗ１；
ｓｙｍｓ ｘ；ｗ２； ％变量声明
ｗａｎｊｕ１ ＝ ＥｌｓＩｔｄｉｆｆ（ｗ１，ｘ，２）；％求左部分梁弯矩图的表达式
ｗａｎｊｕ２ ＝ ＥｌｓＩｔｄｉｆｆ（ｗ２，ｘ，２）；％求梁右部分弯矩图的表达式
ｊｉａｎｌｉ１ ＝ ＥｌｓＩｔｄｉｆｆ（ｗ１，ｘ，３）；％求梁左部分剪力图的表达式
ｊｉａｎｌｉ２ ＝ ＥｌｓＩｔｄｉｆｆ（ｗ２，ｘ，３）；％求右部分梁剪力图的表达式

％％％％％％％％以下给出一个具体例子进行说明％％％％％％％％％％
Ｌ＝ ５０００；ＬＩＩ ＝ ２Ｌ；ｑ ＝ １；Ｅｌｓ ＝ ２００１０＾３；Ｉｔ ＝ １１３０１０＾４；ｗｃ ＝ ０．５１０＾－３；

％给出具体的参数，
％Ｌ＝ ５０００ｍｍ，ｑ ＝ １Ｎ ／ ｍｍ，Ｅ ＝ ２００ＧＰａ，Ｉ ＝ １１３４ｃｍ４，ｗｃ ＝ ０．５ｍｍ

％％％％％％％％％第一步求挠曲线图％％％％％％％％％％％％％％％
ｗ１１ ＝ ｓｕｂｓ（ｗ１）； 　 ％代入具体参数
ｗ１２ ＝ ｓｕｂｓ（ｗ２）； 　 ％代入具体参数
ｘ ＝ １：１：１００００； 　 ％设定 ｘ 的取值范围及步长
ｗ１１ ＝ ｓｕｂｓ（ｗ１１，ｘ ，ｘ）； 　 ％代入求解相应的 ｗ１ 值
ｗ１２ ＝ ｓｕｂｓ（ｗ１２，ｘ ，ｘ）； 　 ％代入求解相应的 ｗ２ 值
ｗ１１ ＝ ｗ１１（１：５０００）； 　 ％截取左段梁挠度
ｗ１２ ＝ ｗ１２（５００１：１００００）； 　 ％截取右段梁挠度
ｗ ＝［ｗ１１，ｗ１２］；ｗ ＝ －１ｗ；　 ％生成全段梁的挠度曲线
ｆｉｇｕｒｅ（１）
ｐｌｏｔ（ｘ，ｗ，ｒ ），ａｘｉｓ（［－１０，１００１０，－２，０．５］），ｔｉｔｌｅ（挠曲线图）％绘制梁的挠
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度曲线

％％％％％％％％％第二步求剪力 ＼弯矩图％％％％％％％％％％％％％

ｓｙｍｓ ｘ；ｗａｎｊｕ１；
ｓｙｍｓ ｘ；ｗａｎｊｕ２；
ｓｙｍｓ ｘ；ｊｉａｎｌｉ１；
ｓｙｍｓ ｘ；ｊｉａｎｌｉ２； 　 　 　 ％变量声明
ｗａｎｊｕ１ ＝ ｓｕｂｓ（ｗａｎｊｕ１）；
ｗａｎｊｕ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｗａｎｊｕ２）；
ｊｉａｎｌｉ１ ＝ ｓｕｂｓ（ｊｉａｎｌｉ１）；
ｊｉａｎｌｉ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｊｉａｎｌｉ２）； 　 　 　 ％代入参数
ｗａｎｊｕ１ ＝ ｓｕｂｓ（ｗａｎｊｕ１，ｘ ，ｘ）；
ｗａｎｊｕ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｗａｎｊｕ２，ｘ ，ｘ）；
ｗａｎｊｕ１ ＝ ｗａｎｊｕ１（１：５０００）；　 　 　 ％截取左段梁弯矩值
ｗａｎｊｕ２ ＝ ｗａｎｊｕ２（５００１：１００００）；　 　 　 ％截取右段梁弯矩值
ｗａｎｊｕ ＝［ｗａｎｊｕ１，ｗａｎｊｕ２］；　 　 　 ％生成全段梁的挠度曲线
ｆｉｇｕｒｅ（２）
ｐｌｏｔ（ｘ，ｗａｎｊｕ， ｒ ），ａｘｉｓ（［－１０，１００１０，－０．５１０＾７，１．５１０＾７］），ｔｉｔｌｅ（弯矩

图） 　 　 　 ％绘制梁的弯矩图
ｊｉａｎｌｉ１ ＝ ｓｕｂｓ（ｊｉａｎｌｉ１，ｘ ，ｘ）；　 　 　 ％代入求解相应的 ｗ１ 值
ｊｉａｎｌｉ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｊｉａｎｌｉ２，ｘ ，ｘ）；　 　 　 ％代入求解相应的 ｗ２ 值
ｊｉａｎｌｉ１ ＝ ｊｉａｎｌｉ１（１：５０００）； 　 　 　 ％截取左段梁弯矩值
ｊｉａｎｌｉ２ ＝ ｊｉａｎｌｉ２（５００１：１００００）；　 　 　 ％截取右段梁弯矩值
ｊｉａｎｌｉ ＝［ｊｉａｎｌｉ１，ｊｉａｎｌｉ２］； 　 　 　 ％生成全段梁的挠度曲线
ｆｉｇｕｒｅ（３）
ｐｌｏｔ（ｘ，ｊｉａｎｌｉ，ｒ ），ａｘｉｓ（［－１０，１００１０，－０．５１０＾４，０．５１０＾４］），ｔｉｔｌｅ（剪力

图）　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ％绘制梁的剪力图
％％％％％％％％％％％％％％程序结束％％％％％％％％％％％％％
得到挠曲线图，弯矩图、剪力图如图 １０－１２ 所示。
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图 １０－１２

　 　 例 １０－２　 矩形截面柱体的扭转。
以下我们将利用 ＭＡＴＬＡＢ 中的偏微分方程工具箱（ＰＤＥＴＯＯＬ）来演示其求

解过程。

对于矩形截面柱体的扭转，其应力函数满足

Δ２ψ ＝ －２Ｇ（ψ 为应力函数，而
 表示截面转过的相对角度）。Ｇ 为剪切模量。边界条件为 ｘ ＝ ±ａ，ｙ ＝ ±ｂ，ψ ＝ ０，
设柱体材料为钢，则 Ｇ ＝ ８×１０４ ＭＰａ，设截面相对转动的角度为 ０．００２ ５ｒａｄ。

图 １０－１３
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图 １０－１４

解：在命令窗口输入 ＰＤＥＴＯＯＬ，打开偏微分方程工
具箱，如图 １０ － １３ 所示界面：选择菜单 ｏｐｔｉｏｎ ／ ａｘｅｓ
ｌｉｍｉｔｓ，对话框如图 １０ － １４ 所示，输入［－ １ ． ２ 　 １ １］，
［－１．２　 １ ３］。

为了帮助定位边界，可利用 ｏｐｔｉｏｎ ／ ｇｒｉｄ 打开栅格，
如图 １０－１５ 所示：

图 １０－１５

第一步：建立模型。

选择按钮 ，画一个矩形（图 １０－１６）。

图 １０－１６

为了精确定位矩形，可双击矩形区域，得到图 １０－１７ 所示对话框：
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图 １０－１７

将 Ｌｅｆｔ 设为－０．６，Ｂｏｔｔｏｍ 设为－０．５，Ｗｉｄｔｈ 设为 １．２，Ｈｅｉｇｈｔ 设为 １，单击 ＯＫ
可得到准确的矩形。

第二步：设定边界条件。

单击 ，进入边界条件对话框（图 １０－１８），选择 Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ 边界条件，也

即第一类边界条件，描述边界条件的方程是 ｈｕ ＝ ｒ，这里的 ｕ 是待求函数，ｈ 一
栏中输入 １，ｒ 一栏中输入 ０，表示势函数在边界上为 ０。

图 １０－１８

第三步：设定方程类型。

单击 ，打开对话框如图 １０－１９ 所示。输入 ｃ ＝ １，ａ ＝ ０，ｆ ＝ ４００。构成

需要的泊松方程。

第四步：建立网格。

单击 ，进行网格划分（图 １０－２０），还可以单击 进行网格的细分。

第五步：输出结果。

单击 可以输出用颜色表示的势函数分布图，为了得到更好的和其他
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图 １０－１９

图 １０－２０

读者需要的结果，可单击 进行定义；输出势函数的梯度如图 １０－２１ 所示。

图 １０－２２ 为切应力分布图。
以下利用数值方法计算切应力与上述结果比较，结果如图 １０－２３ 所示。
直接画的程序代码如下：

ｃｌｅａｒ
％输入参数 ａ ＝ ０．６，ｂ ＝ ０．５，ｓｆａｉ ＝ ０．０５２４，
ａ ＝ ０．６；ｂ ＝ ０．４；Ｇ ＝ ８ｅ１０；ｓｆａｉ ＝ ０．０５２４；
ａｌｐｈａ ＝ １ ／ ３－（６４ｂ ／ ｐｉ＾５ ／ ａ）（（ｔａｎｈ（ｐｉａ ／（２ｂ）））＋（ｔａｎｈ（３ｐｉａ ／

（２ｂ）））／ ３＾５＋（ｔａｎｈ（５ｐｉａ ／（２ｂ）））／ ５＾５＋（ｔａｎｈ（７ｐｉａ ／（２ｂ）））／ ７＾
５）％和书上一致

Ｔ ＝ １６Ｇａｂ＾３ａｌｐｈａｓｆａｉ；％扭矩
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图 １０－２１

图 １０－２２

图 １０－２３
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％求 ｓｚｘ 的表达式
ｆｏｒ ｉ ＝ １：２５
　 　 ｆｏｒ ｊ ＝ １：１７
　 　 　 　 ｘ ＝ －０．６＋（ｉ－１）０．０５；
　 　 　 　 ｙ ＝ －０．４＋（ｊ－１）０．０５；
ｈｅ＿ｓｚｘ１ ＝ ｓｉｎ（ｐｉ ／ ２）ｃｏｓｈ（ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｓｉｎ（ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｈｅ＿ｓｚｘ２ ＝ ｓｉｎ（３ｐｉ ／ ２）ｃｏｓｈ（３ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｓｉｎ（３ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（３＾

２ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｈｅ＿ｓｚｘ３ ＝ ｓｉｎ（５ｐｉ ／ ２）ｃｏｓｈ（５ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｓｉｎ（５ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（５＾

２ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｈｅ＿ｓｚｘ４ ＝ ｓｉｎ（７ｐｉ ／ ２）ｃｏｓｈ（７ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｓｉｎ（７ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（７＾

２ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｓｚｘ ＝（－１Ｔ ／（１６ａｌｐｈａａｂ ＾３））（２ ｙ－（１６ｂ ／ ｐｉ ＾２）（ｈｅ＿ｓｚｘ１＋

ｈｅ＿ｓｚｘ２＋ｈｅ＿ｓｚｘ３＋ｈｅ＿ｓｚｘ４））；
　 　 　 　 ％求 ｓｚｙ 的表达式
ｈｅ＿ｓｚｙ１ ＝ ｓｉｎ（ｐｉ ／ ２） ｓｉｎｈ（ｐｉ ｘ ／ ２ ／ ｂ） ｃｏｓ（ｐｉ ｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（ｐｉ ａ ／ ２ ／

ｂ）；
ｈｅ＿ｓｚｙ２ ＝ ｓｉｎ（３ｐｉ ／ ２）ｓｉｎｈ（３ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｃｏｓ（３ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（３＾

２ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｈｅ＿ｓｚｙ３ ＝ ｓｉｎ（５ｐｉ ／ ２）ｓｉｎｈ（５ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｃｏｓ（５ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（５＾

２ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｈｅ＿ｓｚｙ４ ＝ ｓｉｎ（７ｐｉ ／ ２）ｓｉｎｈ（７ｐｉｘ ／ ２ ／ ｂ）ｃｏｓ（７ｐｉｙ ／ ２ ／ ｂ）／ ｃｏｓｈ（７＾

２ｐｉａ ／ ２ ／ ｂ）；
ｓｚｙ ＝（－１Ｔ ／（１６ａｌｐｈａａｂ＾３））（１６ｂ ／ ｐｉ＾２）（ｈｅ＿ｓｚｙ１＋ｈｅ＿ｓｚｙ２＋

ｈｅ＿ｓｚｙ３＋ｈｅ＿ｓｚｙ４）；
　 　 　 　 ％求切应力的数值
　 　 　 　 ｓｈｅａｒ（ｉ，ｊ）＝ ｓｑｒｔ（ｓｚｘ＾２＋ｓｚｙ＾２）
　 　 ｅｎｄ
ｅｎｄ

ｘ ＝ －０．６：０．０５：０．６；
ｙ ＝ －０．４：０．０５：０．４；
ｓｕｒｆ（ｘ，ｙ，ｓｈｅａｒ）％结束
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　 　 例 １０－３　 平面问题的算例。
以第六章例 ６－１ 为例，给出其 ＭＡＴＬＡＢ 解。
解：％％利用应力函数求解应力状态，设简支梁受均布荷载％％
ｓｙｍｓ ｘ ｙ ｃ１ ｃ２ ｃ３ ｃ４
ｆａｉ ＝ ｃ１ｘ＾２＋ｃ２ｘ＾２ｙ＋ｃ３ｙ＾３＋ｃ４（ｘ＾２ｙ＾３－ｙ＾５ ／ ５）；％设出应力函数
ｓｔｒｘ ＝ ｄｉｆｆ（ｆａｉ，ｙ，２）；
ｓｔｒｙ ＝ ｄｉｆｆ（ｆａｉ，ｘ，２）；
ｓｔｒｘｙ ＝ －１ｄｉｆｆ（ｄｉｆｆ（ｆａｉ，ｘ），ｙ）；％求解应力分量

％％％％％（边界条件）上下边界：ｓｔｒｘｙ ＝ ０，ｓｔｒｙ（上）＝ －ｑ；ｓｔｒｙ（下）＝ ０，左右
边界：

ｉｎｔ（ｓｔｒｘｙ，ｙ，－ｈ，ｈ）＝ ０，
％％％％％ｉｎｔ（ｓｔｒｘｙｔ，ｙ）＝ ＋或－ｑｌｄｅｌｔａ，共有 ８ 个边界条件

ｓｙｍｓ ｈ ｌｏｎｇ ｑ
ｓｔｒｘｙ＿ｕ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｓｔｒｘｙ，ｙ，－ｈ））；
ｓｔｒｘｙ＿ｄ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｓｔｒｘｙ，ｙ，ｈ））；
ｓｔｒｙ＿ｕ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｓｔｒｙ，ｙ，－ｈ）＋ｑ）；
ｓｔｒｙ＿ｄ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｓｔｒｙ，ｙ，ｈ））；

％以上为求解上下边界，以下求解左右边界
ｊｕｘ ＝ ｉｎｔ（ｓｔｒｘｙ，ｙ，－ｈ，ｈ）；％主力矢表示为
ｊｕｘｙ ＝ ｉｎｔ（ｓｔｒｘｙ，ｙ，－ｈ，ｈ）；％主力矢表示为

％左右边界条件表示为
ｊｕｘ＿Ｌ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｊｕｘ，ｘ，－１ｌｏｎｇ））；
ｊｕｘ＿Ｒ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｊｕｘ，ｘ，ｌｏｎｇ））；
ｊｕｘｙ＿Ｌ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｊｕｘｙ，ｘ，－１ｌｏｎｇ）－ｑｌｏｎｇ）；
ｊｕｘｙ＿Ｒ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｓｕｂｓ（ｊｕｘｙ，ｘ，ｌｏｎｇ）＋ｑｌｏｎｇ）；

％从结果中可以看出，在边界条件中，上下边界条件独立方程数为 ３，左右
边界条件中独立方程数为 ２。

％ｓｔｒｘｙ＿ｕ 和 ｊｕｘｙ＿Ｌ 为同一组，可确定系数 ｃ２，ｃ４；以 ｓｔｒｙ＿ｕ，ｓｔｒｙ＿ｄ，ｊｕｘｙ＿Ｒ 为
一组，以确定 ｃ１，ｃ３。以 ｃ１１，ｃ２２，ｃ３３，ｃ４４ 变量存储应力函数的各系数值。

１２２§ １０－５　 用 ＭＡＴＬＡＢ 软件计算弹性力学问题 　 　



［ｃ２２，ｃ４４］＝ ｓｏｌｖｅ（ｓｔｒｘｙ＿ｕ，ｊｕｘｙ＿Ｌ，ｃ２ ，ｃ４ ）；％求解 ｃ２，ｃ４
％ｓｙｍｓ ｃ２；ｓｔｒｘｙ＿ｄ；％声明函数与变量
ｓｔｒｙ＿ｄ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｓｔｒｙ＿ｄ，｛ｃ２，ｃ４｝，［ｃ２２，ｃ４４］）；
ｃ１１ ＝ ｓｏｌｖｅ（ｓｔｒｙ＿ｄ２，ｃ１ ）；％求出 ｃ１
ｊｕｘ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｊｕｘ＿Ｒ，ｃ４，ｃ４４）；
ｃ３３ ＝ ｓｏｌｖｅ（ｊｕｘ２，ｃ３ ）；％求出 ｃ３

ｆａｉ２ ＝ ｓｕｂｓ（ｆａｉ，ｃ１，ｃ１１）；
ｆａｉ３ ＝ ｓｕｂｓ（ｆａｉ２，｛ｃ２，ｃ３，ｃ４｝，［ｃ２２，ｃ３３，ｃ４４］）；

％继续求解应力分量
ｓｔｒｘ＿ｔｒｕｅ ＝ ｓｉｍｐｌｉｆｙ（ｄｉｆｆ（ｆａｉ３，ｙ，２））；
ｓｔｒｙ＿ｔｒｕｅ ＝ ｄｉｆｆ（ｆａｉ３，ｘ，２）；
ｓｔｒｘｙ＿ｔｒｕｅ ＝ －１ｄｉｆｆ（ｄｉｆｆ（ｆａｉ３，ｘ），ｙ）；％求解应力分量

结果：

为求应力函数的系数，在命令窗口分别输入：

ｃ１１，ｃ２２，ｃ３３，ｃ４４
输出：

ｃ１１ ＝
－１ ／ ４ｑ

ｃ２２ ＝
３ ／ ８ ／ ｈｑ

ｃ３３ ＝
－１ ／ ４０ｑ（２ｈ＾２－５ｌｏｎｇ＾２）／ ｈ＾３

ｃ４４ ＝
－１ ／ ８ ／ ｈ＾３ｑ

在命令窗口输入：

ｆａｉ３
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输出应力函数为：

ｆａｉ３ ＝
－１ ／ ４ｑｘ＾２＋３ ／ ８ ／ ｈｑｘ＾２ｙ－１ ／ ４０ｑ（２ｈ＾２－５ ｌｏｎｇ＾２）／ ｈ＾３ｙ＾

３－１ ／ ８ ／ ｈ＾３ｑ（ｘ＾２ｙ＾３－１ ／ ５ｙ＾５）
％和教材结果一致
同理，应力分量输出为 ｄｅｌｔａ ＝ １：
ｓｔｒｘ＿ｔｒｕｅ ＝
－１ ／ ２０ｑｙ（６ｈ＾２－１５ｌｏｎｇ＾２＋１５ｘ＾２－１０ｙ＾２）／ ｈ＾３

ｓｔｒｙ＿ｔｒｕｅ ＝
－１ ／ ２ｑ＋３ ／ ４ ／ ｈｑｙ－１ ／ ４ｑ ／ ｈ＾３ｙ＾３

ｓｔｒｘｙ＿ｔｒｕｅ ＝
－３ ／ ４ ／ ｈｑｘ＋３ ／ ４ｑｘ ／ ｈ＾３ｙ＾２

由以上例题可以看出，利用 ＭＡＴＬＡＢ 软件计算弹性力学问题不仅可大大提高
效率，而且使一些原本由人工计算无法完成的工作得以完成。ＭＡＴＬＡＢ 软件可把
数值计算、符号公式推导和计算结果可视化集成在一起，为避免人工求解弹性力学

复杂问题时的繁琐，以及提高求解精度和求解效率提供了一种思路，具有鲜明的优

越性。本章只是示例性的探讨了基于 ＭＡＴＬＡＢ 求解弹性力学问题的范例，在弹性
力学的学习和理论探讨中，合理地利用这类软件，可给人以面貌一新的感觉。

本章复习要点

　 　 １． 勒夫位移函数 ψ（ρ，ｚ）使得不计体力时的以位移表示的布西内斯克问题
的平衡方程可化为 ψ 的双调和方程。而 ψ 的选取仍由量纲分析得到其表达式
的形式。

２． 在半空间表面受集中力 Ｆ 作用，和圆域内分布荷载作用时，物体内各点
的应力与竖向位移（沉陷）的公式均有实际的工程背景。

３． 由布西内斯克问题可导出接触问题。其两球接触面可视为弹性半空间
表面受圆形域荷载作用。

４． 两球接触的最大压应力 ｑｍａｘ在接触中心，最大拉应力发生在接触面的边
界上，其值为 ０ １３３ｑｍａｘ等重要结果。

５． 热应力的概念及受热管及坝体内的热应力的简单情况的分析方法，傅里
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叶定律及热弹性势等重要概念。

６． 弹性波波速与质点速度是两个不同的概念。在一维情况下，它们有下列关系
ｖ ＝ ｃ０σ ／ Ｅ

或

σ ＝ ρｃ０ ｖ
上两式有三点重要的理解（见正文）。

７． 波由杆的固定端反射后，应力增至入射波应力的 ２ 倍，质点速度减为零；
而波由杆的自由端反射后，应力减至零，质点速度增为 ２ 倍，波形均不变。

思　 考　 题

　 　 １０－１　 为什么接触问题可以利用布西内斯克问题的结果？是否存在近似性？为什么？

　 　 １０－２　 若欲求薄球壳基础（即将球顶壳倒置于地基上）下地基之沉陷，可用什么方法计

算？（试谈思路和步骤）。

　 　 １０－３　 什么情况下坝体产生热应力？和哪些因素有关？

　 　 １０－４　 应力波的波速与哪些因素有关？质点运动速度和波的传播速度有什么区别？为

什么？

　 　 １０－５　 用 ＭＡＴＬＡＢ 软件计算弹性力学问题需要做哪些准备？有哪些必要的步骤？
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附录 Ａ

下标记号法与求和约定

Ａ－１　 下标记号法
本书广泛地采用下标记号法，对于含有 ３ 个独立量的集，通常用一个下标符

号表示，例如，对于一点的坐标记为 ｘｉ，ｘｉ 表示（ｘ１，ｘ２，ｘ３）这 ３ 个量，亦即（ｘ，ｙ，
ｚ）；一点的位移的 ３ 个分量，记作 ｕｉ，ｕｉ 就表示（ｕ１，ｕ２，ｕ３）或（ｕ，ｖ，ｗ），这就是
说，下标 ｉ 取值为 １，２，３（写作 ｉ ＝ １，２，３）。

在给出声明之后，ｉ 自然也可取值为 １，２，３，…，ｎ。
类似地，对于 ９ 个量的集，可用两个下标，而每一个下标可取 ３ 个值。如 ａｉｊ

就表示 ａ１１，ａ１２，ａ１３，ａ２１，ａ２２，ａ２３，ａ３１，ａ３２，ａ３３这 ９ 个量，而含有 ２７ 个量的集，可用 ３
个下标表示，如 ａｉｊｋ；含有 ８１ 个量的集可用 ４ 个下标表示，如 ａｉｊｋｌ，等等。

应力分量 σ ｘ，σ ｙ，…，τ ｚｘ和应变分量 ε ｘ，ε ｙ，…，γ ｚｘ，各有 ９ 个量（独立地各有
６ 个），采用下标记号法，就可记作 σ ｉｊ和 ε ｉｊ。其中 σ１１ ＝σ ｘ，σ２２ ＝σ ｙ，…，σ３１ ＝σ ｚｘ ＝

τ ｚｘ，类似地可以写出各分量。
在谈到应力状态、应变状态时，就以其一般分量形式 σ ｉｊ和 ε ｉｊ来表示。

Ａ－２　 求和约定
我们约定：在同一项中，当有一个下标出现两次时，则对此下标从 １ 到 ３（二

维问题是从 １ 到 ２）求和，并限定在同一项中不能有同一下标出现 ３ 次或 ３ 次以
上，这叫做求和约定。该重复出现两次的标号称作哑标，由于它就表示求和，因

此可以用任意其他字母替换。例如：

ａｉ ｂｉ ＝
３

ｉ ＝ １
ａｉ ｂｉ ＝ ａ１ｂ１ ＋ ａ２ｂ２ ＋ ａ３ｂ３ ＝ ａｋ ｂｋ （Ａ－１）

ａｉｉ ＝ ａ１１ ＋ａ２２ ＋ａ３３ ＝ ａｋｋ （Ａ－２）

ａｉｊ ｂ ｊ ＝
３

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｂ ｊ ＝ ａｉ１ｂ１ ＋ ａｉ２ｂ２ ＋ ａｉ３ｂ３ ＝ ａｉｋ ｂｋ （Ａ－３）

ａｉｊ ｂ ｉ ｃｊ ＝
３

ｉ ＝ １

３

ｊ ＝ １
ａｉｊ ｂ ｉ ｃｊ ＝ ａｋｌ ｂｋ ｃｌ

　 　 ＝ ａ１１ｂ１ ｃ１ ＋ａ１２ｂ１ ｃ２ ＋ａ１３ｂ１ ｃ３ ＋

　 　 　 ａ２１ｂ２ ｃ１ ＋ａ２２ｂ２ ｃ２ ＋ａ２３ｂ２ ｃ３ ＋

　 　 　 ａ３１ｂ３ ｃ１ ＋ａ３２ｂ３ ｃ２ ＋ａ３３ｂ３ ｃ３

（Ａ－４）

（ａｉｉ）
２ ＝（ａ１１ ＋ａ２２ ＋ａ３３）

２ ＝ ａｉｉ ａｋｋ （Ａ－５）



σ ｉｊε ｉｊ ＝σ１１ε１１ ＋σ２２ε２２ ＋σ３３ε３３ ＋
２（σ２３ε２３ ＋σ３１ε３１ ＋σ１２ε１２）＝ σ ｋｌε ｋｌ （Ａ－６）

这一求和规则也适用于含有导数的项，例如：

ａｉ，ｉ ＝
ａｉ
ｘｉ
＝
ａ１
ｘ１
＋
ａ２
ｘ２
＋
ａ３
ｘ３

（Ａ－７）

σ ｉｊ，ｊ ＝
σ ｉｊ
ｘｊ
＝
σ ｉ１
ｘ１

＋
σ ｉ２
ｘ２

＋
σ ｉ３
ｘ３

（Ａ－８）

　 　 应当注意，求和约定是指对哑标求和。在式（Ａ－７）中是对 ｉ 求和。而在式
（Ａ－８）则对 ｊ 求和，ｉ 在此式中没有重复，如指明 ｉ，ｊ ＝ １，２，３，则式（Ａ－８）代表 ｉ
分别取 １，２，３ 而得到的 ３ 个表达式。而下列情况则为

σ ｉ，ｊｊ ＝
２ σ ｉ
ｘｊｘｊ

＝
２ σ ｉ
ｘ２１

＋
２ σ ｉ
ｘ２２

＋
２ σ ｉ
ｘ２３

（Ａ－９）

　 　 对于同一项内不重复出现的下标（或肩标）叫作自由标号。用自由标号表
示一般项，它可取 １，２，３ 中的任一值。在同一方程式中，各项的自由标号应相
同，并表示该方程式对所有自由标号的值都成立。例如：

ｘｉ ＝ ｃｉｊ ｙ ｊ 　 　 　 （ｉ，ｊ ＝ １，２，３） （Ａ－１０）
表示以下 ３ 个方程式成立：

ｘ１ ＝ ｃ１１ｙ１ ＋ ｃ１２ｙ２ ＋ ｃ１３ｙ３
ｘ２ ＝ ｃ２１ｙ１ ＋ ｃ２２ｙ２ ＋ ｃ２３ｙ３
ｘ３ ＝ ｃ３１ｙ１ ＋ ｃ３２ｙ２ ＋ ｃ３３ｙ３

} （Ａ－１１）
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附录 Ｂ

变分法概要

在数学分析中，曾经讨论过函数的极值问题。变分法是这类问题的推广。

Ｂ－１　 泛函和泛函的极值问题
首先引入泛函的概念。泛函是指一个量，它的值依赖于一个或者几个函数。

变分法的基本问题是求泛函的极值。下面是一个简单的变分问题的例子。

图 Ｂ－１

如给定 ｘ，ｙ 平面上的两定点 Ｐ１（ｘ１，ｙ１）和
Ｐ２（ｘ２，ｙ２）（图 Ｂ－１），求满足边界条件的连接
这两点的任意曲线 ｙ ＝ ｙ（ｘ）中的最短线。于
是，问题归结为求 Ｐ１，Ｐ２ 两点间的曲线长度

Ｌ ＝∫
ｘ２

ｘ１

１ ＋
ｄｙ
ｄｘ( )

２

[ ]
１
２

ｄｘ （Ｂ－１）

为最小的一条曲线。这条曲线满足连续性要

求和边界条件。以后我们把这种满足给定条

件的函数称为容许函数。于是，变分法问题就

是在容许函数中，寻求给定泛函为极值的特定函数的问题。Ｌ ＝ Ｌ［ｙ］是一个泛
函，因为它依赖于“变量函数”ｙ ＝ ｙ（ｘ）。求 Ｐ１，Ｐ２ 两点间最短线的问题是一个
变分法问题。

上述变分法问题的一般形式为：求泛函

Ｊ［ｙ］＝∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ ｘ，ｙ，
ｄｙ
ｄｘ( ) ｄｘ （Ｂ－２）

在满足边界条件

ｙ（ｘ１）＝ ｙ１，　 ｙ（ｘ２）＝ ｙ２ （Ｂ－３）
下为极小值的函数 ｙ（ｘ）。

由数学分析知道，如一个连续函数 ｆ ＝ ｆ（ｘ），ａ≤ｘ≤ｂ，在点 ｘ ＝ ｘ０ 处达到极值
（最大或最小），则 ｘ０ 可由下列方程的解给出：

ｄｆ（ｘ）
ｄｘ

＝ ０ （Ｂ－４）

或者说，若函数 ｆ（ｘ）在点 ｘ ＝ ｘ０ 处取极值，则 ｆ（ｘ）的导数在该点等于零。其另一
种表达方式为



ｄｆ ＝
ｄｆ（ｘ０）
ｄｘ( ) ｄｘ ＝ ０ （Ｂ－５）

由函数 ｆ（ｘ）二阶导数可知：

　 　

１）当 ｄ２ ｆ（ｘ０）／ ｄｘ
２ ＞ ０ 时，函数 ｆ（ｘ）

　 在 ｘ０ 处取极小值；

２）ｄ２ ｆ（ｘ０）／ ｄｘ
２ ＜ ０ 时，函数 ｆ（ｘ）

　 在 ｘ０ 处取极大值。













（Ｂ－６）

　 　 由此可见，对于函数 ｆ（ｘ）在一点的最小值来说，式（Ｂ－４）［或式（Ｂ－５）］是
必要条件，而式（Ｂ－６）的第一式便是充分条件。同理，可以讨论最大值的情况。

Ｂ－２　 泛函极值的必要条件，欧拉方程
以上求函数极值的方法，可以推广应用到泛函中来，以下仍以最短线为例研

究泛函的极值问题。

设 ｙ（ｘ）为使泛函 Ｊ 取最小值的容许函数，函数 ｙ（ｘ）为 ｙ（ｘ）邻近的任意容
许函数，即

ｙ（ｘ）＝ ｙ（ｘ）＋ εη（ｘ）
其中 ε 为小参数。而

ｙ（ｘ）－ ｙ（ｘ）＝ εη（ｘ） （Ｂ－７）
称为变量函数 ｙ（ｘ）的变分，记作

δｙ ＝ εη（ｘ） （Ｂ－８）
η（ｘ）为满足 η（ｘ１）＝ ０，η（ｘ２）＝ ０ 的任意的函数（图 Ｂ－２）。

基本引理

（δｙ）′＝ δｙ′ （Ｂ－９）
证明：

（δｙ）′＝（ｙ－ｙ）′＝ ｙ′－ｙ′＝ δｙ′即导数运算和变分运算可互换顺序。
应当注意，变分 δｙ 是指 ｙ 值的任意微小的变化；而微分 ｄｙ 是指自变量 ｘ 的

微小变化 ｄｘ 所引起的 ｙ 的微小变化。二者不要混淆。
设

ΔＪ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ － ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ （Ｂ－１０）

其中，根据 ｙ′＝ ｄｙ ／ ｄｘ 泰勒级数展开，有

∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ｛ｘ，［ｙ ＋ εη（ｘ）］，［ｙ′ ＋ εη′（ｘ）］｝ｄｘ　 　

＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ ＋ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ
ｙ
εη ＋

Ｆ
ｙ′
εη′( ) ｄｘ ＋
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图 Ｂ－２

　
１
２！∫

ｘ２

ｘ１

２Ｆ
ｙ２
（εη）２ ＋ ２

２Ｆ
ｙｙ′

ε２ηη′ ＋[
　

２Ｆ
（ｙ′）２

（εη′）２] ｄｘ ＋ …
于是得

ΔＪ ＝ δＪ ＋
１
２！
δ２Ｊ ＋

１
３！
δ３Ｊ ＋ … （Ｂ－１１）

其中泛函 Ｊ 的一阶变分，二阶变分，……，定义为

　 　 　 　 　 　 　 δＪ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ
ｙ
εη ＋

Ｆ
ｙ′
εη ′( ) ｄｘ

　 　 　 　 　 　 　 δ ２Ｊ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

２Ｆ
ｙ２
（εη）２ ＋ ２

２Ｆ
ｙｙ′

ε ２ηη ′ ＋
２Ｆ
（ｙ′）２

（εη ′）２[ ] ｄｘ

　 　 　 　 　 　 　 ……………………













（Ｂ－１２）
此处一阶变分 δＪ，二阶变分 δ２Ｊ，……，是关于 ε 的一次，二次，……，齐次式。

下面导出泛函 Ｊ 取极值时的必要条件。为此，选择 η（ｘ），使其在积分区间
的两端等于零，且在新函数 ｙ（ｘ）＋εη（ｘ）中，ε 为小参数。对于充分接近于零的
一切 ε 值，函数 ｙ（ｘ）＋εη（ｘ）与曲线 ｙ（ｘ）有 ε 接近度。因而沿 ｙ（ｘ）积分，式（Ｂ
－１０）可视为 ε 的函数，即

Ｊ（ε）＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ｛ｘ，［ｙ（ｘ）＋ εη（ｘ）］，［ｙ′（ｘ）＋ εη′（ｘ）］｝ｄｘ （Ｂ－１３）

因 Ｊ（０）是 Ｊ（ε）的最小值，故有
ΔＪ ＝ Ｊ（ε）－ Ｊ（０）≥ ０ （ａ）

由于 ε 为无穷小，故可在 ε ＝ ０ 处将 Ｊ（ε）展开，于是得
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Ｊ（ε）＝ Ｊ（０）＋
ｄＪ
ｄε ε ＝ ０

ε ＋ ｏ（ε２） （ｂ）

因为 ε 可正可负，故为满足式（ａ），必须有
ｄＪ
ｄε ε ＝ ０

＝ Ｊ′（０）＝ ０

由此得出

ｄＪ ＝ Ｊ（ε）－ Ｊ（０）＝ ０ （Ｂ－１４）
这就证明了，Ｊ［ｙ］取极值时要求式（Ｂ－１４）成立，即 Ｊ 的一次变分等于零。

由分部积分，则得

δＪ ＝
Ｆ
ｙ′
εη

ｘ２

ｘ１

＋ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ
ｙ
－ ｄ
ｄｘ
Ｆ
ｙ′( )[ ] εηｄｘ ＝ ０

考虑到边界条件，得 δＪ ＝ ０ 的必要条件为
Ｆ
ｙ
－ ｄ
ｄｘ
Ｆ
ｙ′( ) ＝ ０ （Ｂ－１５）

或写成下列展开式

Ｆ，ｙ′ｙ′
ｄ２ｙ
ｄｘ２
＋ Ｆ，ｙ′ｙ

ｄｙ
ｄｘ
＋ Ｆ，ｙ′ｘ － Ｆ，ｙ ＝ ０ （Ｂ－１６）

其中 Ｆ 的下标表示关于该变量的偏导数，式（Ｂ－１５）和式（Ｂ－１６）称为欧拉方程


，

一般地，设

Ｊ ＝ ∫ｖＦ（ｘ，ｙ，ｚ，φ，φ ｘ，φ ｙ，φ ｚ）ｄｖ （Ｂ－１７）

则欧拉方程为

Ｆ
φ
－ 
ｘ
Ｆ
φ ｘ( ) － ｙ Ｆφ ｙ( ) － ｚ Ｆφ ｚ( ) ＝ ０ （Ｂ－１８）

由以上讨论可知，求泛函 Ｊ［ｙ］的极值问题可归结为解欧拉方程（Ｂ－１５）或（Ｂ－
１６），且满足边界条件式（Ｂ－３）。

如需判断所得的解 ｙ（ｘ），使泛函 Ｊ［ｙ］取极大还是极小，则需考察 δ２Ｊ 的正
负号。如 δ２Ｊ＞０，则解 ｙ（ｘ）使 Ｊ 为极小；反之，如 δ２Ｊ＜０，则解 ｙ（ｘ）使 Ｊ 为极大。
这是因为，当 δＪ ＝ ０ 时，有

ΔＪ ＝
１
２！
δ２Ｊ ＋ …

如 δ２Ｊ＞０，即 ΔＪ＞０，这说明函数 Ｊ 的极值为极小。
例 Ｂ－１　 试求下列泛函

Ｊ［ｙ（ｘ）］＝ ∫
π
２

０
［（ｙ′）２ － ｙ２］ｄｘ
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及边界条件 ｙ（０）＝ ０，　 ｙ
π
２( ) ＝ １

在什么曲线上取极值。

解：欧拉方程为

２ｙ＋
ｄ
ｄｘ
（２ｙ′）＝ ０

即 ｙ″＋ｙ ＝ ０
其通解为

ｙ ＝Ｃ１ ｃｏｓ ｘ＋Ｃ２ ｓｉｎ ｘ
利用边界条件，得

Ｃ１ ＝ ０，Ｃ２ ＝ １
故仅在曲线

ｙ ＝ ｓｉｎ ｘ
上达极值。

Ｂ－３　 有附加条件的变分问题
有许多变分问题是求泛函

Ｊ［ｙ］＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ （Ｂ－１９）

在边界条件

ｙ（ｘ１）＝ ｙ１，　 ｙ（ｘ２）＝ ｙ２ （Ｂ－２０）
及附加条件

∫
ｘ２

ｘ１

Ｇ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ ＝ Ｌ （Ｂ－２１）

下的极值问题，Ｌ 为一常数。这类问题称为有附加条件的变分问题。典型的有
附加条件的变分问题的简单例子是所谓等周问题，即求周长为 Ｌ 的封闭曲线所
围成的面积为最大的问题。

求解这类问题，须用拉格朗日乘子


法。即求下列泛函

Ｈ［ｙ］＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ ＋ λ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｇ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ － Ｌ[ ] （Ｂ－２２）

在边界条件式（Ｂ－２０）下的极值的解。在式（Ｂ－２２）中参与变分的独立变量为 ｙ
和 λ。于是有 Ｈ［ｙ］的一阶变分为

δＨ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１
δＦｄｘ ＋ λ∫

ｘ２

ｘ１
δＧｄｘ ＋ δλ ∫

ｘ２

ｘ１

Ｇｄｘ － Ｌ( )
＝ ∫

ｘ２

ｘ１

（δＦ＋λδＧ）ｄｘ＋δλ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｇδｘ－Ｌ( )
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令

Ｆ ＝ Ｆ ＋ λＧ
得

δΗ ＝
Ｆ

ｙ′
δｙ

ｘ２

ｘ１

＋ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ

ｙ
－ δ
ｄｘ
Ｆ

ｙ( )[ ] δｙｄｘ ＋
δλ ∫

ｘ２

ｘ１

Ｇｄｘ－Ｌ( )
由 δＨ ＝ ０，得

Ｆ

ｙ
－ ｄ
ｄｘ
Ｆ

ｙ′( ) ＝ ０ （Ｂ－２３）

及

∫
ｘ２

ｘ１

Ｇｄｘ － Ｌ ＝ ０ （Ｂ－２４）

由此可见，有附加条件的变分问题，归结为在边界条件式（Ｂ－２０）及附加条件式
（Ｂ－２１）下，求解方程（Ｂ－２３）。

如前所述，求泛函 Ｊ［ｙ］的极值问题可归结为在给定边界条件下求解欧拉方
程的问题。换言之，求解欧拉方程，与求解泛函的极值问题 δＪ ＝ ０ 等价。

以下举例说明，欧拉方程可作为变分问题的极值条件得到。

例 Ｂ－２　 若函数 ｙ（ｘ）的二次泛函为

Ｊ［ｙ］＝∫
ｘ２

ｘ１

［ｐ（ｘ）ｙ２ ＋ ２ｑ（ｘ）ｙｙ′ ＋ ｒ（ｘ）（ｙ′）２ ＋ ２ｆ（ｘ）ｙ ＋

２ｇ（ｘ）ｙ′］ｄｘ （ａ）
今证明欧拉方程为

（ｒｙ′）′ ＋ （ｑ′ － ｐ）ｙ ＋ ｇ′ － ｆ ＝ ０ （ｂ）
　 　 解：实际上，

１
２
δＪ ＝ ∫

ｘ２

ｘ１

［ｐｙδｙ ＋ ｑｙδｙ′ ＋ ｑｙ′δｙ ＋ ｒｙ′δｙ′ ＋ ｆδｙ ＋ ｇδｙ′］ｄｘ

＝（ｒｙ′＋ｑｙ＋ｇ）δｙ
ｘ２

ｘ１

－ ∫
ｘ２

ｘ１

［（ｒｙ′）′＋

　 （ｑ′－ｐ）ｙ＋ｇ′－ｆ］δｙｄｘ （ｃ）
于是，由 δＪ ＝ ０，计及零边界条件，并注意到 δｙ 在积分范围内的任意性，则可得式
（ｂ）。

例 Ｂ－３　 如函数 ｙ（ｘ）的二次泛函

Ｊ［ｙ］＝
１
２ ∫

ｘ２

ｘ１

［ｐ（ｘ）ｙ２ ＋ ２ｑ（ｘ）ｙｙ′ ＋ ｒ（ｘ）（ｙ′）２］ｄｘ （ｄ）
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在边界条件

ｙ（ｘ１）＝ ｙ（ｘ２）＝ ０ （ｅ）
和附加条件

１
２ ∫

ｘ２

ｘ１

ｋ（ｘ）ｙ２ ｄｘ ＝ １ （ｆ）

下取极值的变分问题成立，则相应的欧拉方程为

（ｒｙ′）＋ （ｑ′ － ｐ － λｋ）ｙ ＝ ０ （ｇ）
其中 λ 为标量参数。

解：实际上，引入拉格朗日乘子 λ 后，有

Ｈ ＝ Ｊ［ｙ］＋ λ
１
２ ∫

ｘ２

ｘ１

ｋ（ｘ）ｙ２ ｄｘ － １[ ] （ｈ）

计算 δＨ，有

　 　 δＨ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

（ｐｙδｙ＋ｑｙδｙ′＋ｑｙ′δｙ＋ｒｙ′δｙ′）ｄｘ－

　 λ ∫
ｘ２

ｘ１

ｋｙδｙｄｘ － δλ
１
２ ∫

ｘ２

ｘ１

ｋ（ｘ）ｙ２ ｄｘ － １[ ]
＝（ｒｙ′＋ｑｙ）δｙ

ｘ２

ｘ１

－ ∫
ｘ２

ｘ１

［（ｒｙ′）′＋（ｑ′－ｐ－λｋ）ｙ］δｙｄｘ－

　 δλ
１
２ ∫

ｘ２

ｘ１

ｋ（ｘ）ｙ２ ｄｘ － １[ ]
令 δＨ ＝ ０，可得式（ｆ）和式（ｇ）。

Ｂ－４　 变边界问题，自然边界条件
在以上所讨论的泛函极值问题中，边界上的值是固定不变的。在这样的条

件下，导出了欧拉方程。现在考虑边界值变动时，即在积分限变动条件下泛函取

极值的条件。

当边界和（或）变量函数在边界上的值容许改变时，欧拉方程仍成立，原因

是，虽然边界和函数的边界值都可以变化，但在可供选择的变量函数中，含有边

界和函数的边界值都不变的一类在内。这就是说，容许函数族中除了与所研究

的变量函数有公共边界的比较函数外，还可以取具有变边界的函数。例如，在

泛函

Ｊ［ｙ］＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ（ｘ，ｙ，ｙ′）ｄｘ （Ｂ－２５）

中，ｘ１，ｘ２ 以及 ｙ（ｘ１），ｙ（ｘ２）之值都是可变的，就是说，曲线 ｙ ＝ ｙ（ｘ）的端点位置
可变。如在所有可变的曲线中，ｙ ＝ ｙ（ｘ）是使泛函 Ｊ［ｙ］取极值的一条曲线，则与
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端点固定的一类曲线相比，ｙ ＝ ｙ（ｘ）必然也是使 Ｊ［ｙ］取极值的一条曲线。换句
话说，不论在哪一条曲线 ｙ ＝ ｙ（ｘ）上，若能使具有变边界问题达到极值，则对于
与其有公共边界点的更窄的曲线类来说，将更能使其达到极值，从而不变边界问

题取极值的基本必要条件必须满足。因而，仍满足欧拉方程

Ｆｙ －
ｄ
ｄｘ
Ｆｙ′ ＝ ０

　 　 下面讨论，当式（Ｂ－２５）中的积分限 ｘ１，ｘ２ 不变，而 ｙ（ｘ１），ｙ（ｘ２）之值可变
时，使泛函 Ｊ［ｙ］取极值的函数 ｙ（ｘ），除了必须满足欧拉方程外，还要满足什么
条件。

此时，泛函 Ｊ 取极值的条件为

δＪ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ
ｙ
δｙ ＋

Ｆ
ｙ′
δｙ′( ) ｄｘ ＝ ０ （Ｂ－２６）

注意到基本引理式（Ｂ－９）

δｙ′＝
ｄ（δｙ）
ｄｘ

∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ
ｙ′
δｙ′ｄｘ ＝

Ｆ
ｙ′
δｙ

ｘ２

ｘ１

－ ∫
ｘ２

ｘ１

ｄ
ｄｘ
Ｆ
ｙ′( ) δｙ′ｄｘ

有

δＪ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

Ｆ
ｙ
－ ｄ
ｄｘ
Ｆ
ｙ′( )[ ] δｙｄｘ ＋ Ｆｙ′δｙ

ｘ２

ｘ１

因为 δｙ 在区间［ｘ１，ｘ２］上是任意的，故欧拉方程必须仍满足。此外，要求在 ｘ ＝

ｘ１，ｘ ＝ ｘ２ 处，有

δｙ ＝ ０　 或 　
Ｆ
ｙ′
＝ ０ （Ｂ－２７）

如 ｙ 事先并未规定它在边界上的值（此时 δｙ 将不等于零），则泛函 Ｊ 取极值的必
要条件为

Ｆ
ｙ′
＝ ０ （Ｂ－２８）

式（Ｂ－２７）中第一类边界条件称为强加边界条件或几何边界条件


。第二类边界

条件，即式（Ｂ－２８），是 ｙ（ｘ）在端点 ｘ ＝ ｘ１，ｘ ＝ ｘ２ 所应满足的条件，称为自然边界
条件


。

对于 ｘ１，ｘ２ 可变的情况，也有类似的边界条件。
例 Ｂ－４　 设曲线两端在 ｘ ＝ ｘ１ 和 ｘ ＝ ｘ２ 直线上，求 ｘ１，ｘ２ 间最短线的必要条

件，并说明其几何意义。
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解：ｘ１，ｘ２ 间的任意曲线长度为

Ｌ ＝ ∫
ｘ２

ｘ１

１ ＋ （ｙ′）２ ｄ槡 ｘ （ａ）

其欧拉方程为

ｄ
ｄｘ

ｙ′

１ ＋ （ｙ′）槡
２[ ] ＝ ０ （ｂ）

积分后，得

ｙ′

１ ＋ （ｙ′）槡
２
＝ Ｃ

其通解为

ｙ ＝ Ｃ１ｘ ＋ Ｃ２ （ｃ）
由式（ｃ）知 ｙ（ｘ）显然是一直线，它尚应满足自然边界条件：

Ｆ
ｙ′
＝ ｙ′

１ ＋ （ｙ′）槡
２
＝ ０　 　 （在 ｘ１，ｘ２ 处） （ｄ）

即

ｙ′ ＝ ０　 　 （在 ｘ１，ｘ２ 处）
式（ｃ）代入式（ｄ），得 Ｃ１ ＝ ０，所以 ｙ ＝Ｃ２。

它是平行于 ｘ 轴的直线段。
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附录 Ｃ

ＭＡＴＬＡＢ简介

ＭＡＴＬＡＢ 是由美国 ＭａｔｈＷｏｒｋｓ 公司推出的用于数值计算和图形处理的科学
计算软件。ＭＡＴＬＡＢ 是英文 Ｍａｔｒｉｘ Ｌａｂｏｒａｔｏｒｙ（矩阵实验室）的缩写。该软件具
备卓越的数值计算能力，还提供了专业水平的符号计算、文字处理、可视化建模

仿真等功能。ＭＡＴＬＡＢ 的基本数据单位是矩阵，它的指令表达式与数学、工程
中常用的形式十分相似，故用 ＭＡＴＬＡＢ 来计算问题要比用其他语言简捷得多。
ＭＡＴＬＡＢ 还具有很强的功能扩展能力，其内部的程序包都提供了输入输出接
口，用户通过对源程序的修改或加入自己编写的程序可以构造新的专用工具包，

非常方便实用。

在国际学术界、设计研究单位和工业部门，ＭＡＴＬＡＢ 已经被确认为准确、可
靠的科学计算标准软件，被认为是进行高效研究与开发的首选软件工具。

Ｃ－１　 ＭＡＴＬＡＢ 的语言特点
ＭＡＴＬＡＢ 和其他高级语言一样，使人们摆脱了需要直接对计算机硬件资源

进行操作，是第四代计算机语言，利用其丰富的函数资源，使编程人员从繁琐的

程序代码中解放出来。ＭＡＴＬＡＢ 最突出的特点就是简洁、直观，符合人们思维
习惯。以下简单介绍 ＭＡＴＬＡＢ 的主要特点：

（１）语言简洁紧凑，使用方便灵活，库函数极其丰富。ＭＡＴＬＡＢ 程序书写形
式自由，压缩了一切不必要的编程工作。用户不必担心函数的可靠性。

（２）运算符丰富。由于 ＭＡＴＬＡＢ 是用 Ｃ 语言编写的，有和 Ｃ 语言几乎一样
多的运算符，所以 ＭＡＴＬＡＢ 的运算符将使程序变得极为简短。

（３）ＭＡＴＬＡＢ 既具有结构化的控制语句（如 ｆｏｒ 循环、ｗｈｉｌｅ 循环、ｂｒｅａｋ 语句
和 ｉｆ 语句等），又有面向对象编程的特点。

（４）程序限制不严格，程序设计自由度大。用户无需对矩阵预定义就可
使用。

（５）程序的可移植性好，基本上不做修改就可以在各种型号的计算机和操
作系统上运行。

（６）ＭＡＴＬＡＢ 的图形功能强大。和其他语言相比，在 ＭＡＴＬＡＢ 里，数据的
可视化非常简单，具有较强的编辑图形界面的能力。

（７）ＭＡＴＬＡＢ 的另一特色是具有功能强大的工具箱。工具箱包含两个部
分：核心部分和各种可选的工具箱。核心部分中有数百个核心内部函数，又分为



功能性的和学科性的两类。功能性工具箱主要用来扩充其符号计算功能、图示

建模仿真功能、文字处理功能以及与硬件实时交互，功能性工具箱可用于多种学

科。学科性工具箱是专业性比较强的、高水平的、非常可靠的，用户无须编写自

己学科范围内的基础程序，就可以直接用以进行科学研究。

（８）源程序的开放性。开放性也许是 ＭＡＴＬＡＢ 最受人们欢迎的特点。除
内部函数以外，所有的核心文件和工具箱文件都是可读可改的源文件，用户可通

过对源文件的修改以及加入自己的文件，构成新的自己的工具箱备用。

ＭＡＴＬＡＢ 具有强大的功能，能使用户从繁重的计算工作中解脱出来，把精
力集中于研究、设计以及基本理论的理解上，是必备的科学计算软件。

下面通过对 ＭＡＴＬＡＢ 进行简单的介绍，希望能使读者对 ＭＡＴＬＡＢ 有初步的
认识，掌握使用 ＭＡＴＬＡＢ 进行编程解题的基本方法。

Ｃ－２　 算术符号
我们可以使用 ＭＡＴＬＡＢ 提供的基本数学运算符号，如：＋（加）、－（减）、

（乘）、／（除）、^（乘方），来进行简单的数学运算，只须将运算式直接在 ＭＡＴＬＡＢ
提示符（＞＞）后输入，并按 Ｅｎｔｅｒ 键即可。例如：

＞＞（５２＾３＋１．３－０．８）１０ ／ ２５
ａｎｓ ＝
　 　 １６．２０００
ＭＡＴＬＡＢ 会将默认的运算结果命名为 ａｎｓ（单词 ａｎｓｗｅｒ 的简写）。

Ｃ－３　 注释、标点符号
可以利用分号（；）或逗号（，）在一行中输入多条命令，以分号（；）结尾的表

达式的运算结果不显示，而以逗号（，）结尾的表达式则要显示结果。例如：

＞＞ ａ ＝ ６，ｂ ＝ ８；ｃ ＝ １０
ａ ＝
　 　 ６
ｃ ＝
　 　 １０
有时也可以将一个长表达式分在几行上写，用三个连续的句点———续行符

（． ． ．）来表示同一语句的延续输入。此外，ＭＡＴＬＡＢ 会忽略所有在百分号（％）之
后的文本，因此百分号之后的所有文本都将被视为程序的注释。
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　 　 Ｃ－４　 赋值语句
通过等号可以把表达式赋值给变量。

例如：设球半径为 ｒ ＝ ３，求球的体积。
＞＞ ｒ ＝ ３　 ％将表达式 ３ 赋予变量 ｒ
ｒ ＝
　 　 ３
＞＞ ｖ ＝ ４ ／ ３ｐｉｒ＾３　 ％ ｐｉ 为内置常量，乘方用＾表示
ｖ ＝
　 １１３．０９７３

Ｃ－５　 数学函数
ＭＡＴＬＡＢ 提供了很多内置的函数来支持基本的数学运算。其中大多数函

数的用法和通常书写函数时的用法一样，例如：

＞＞ ｘ ＝ ｓｑｒｔ（８）
ｘ ＝
　 　 ２．８２８４
＞＞ ｙ ＝ ａｃｓｃ（ｘ）
ｙ ＝
　 　 ０．３６１４
关于其他一些数学函数不再一一举例，如：ｆｉｘ（向 ０ 取整），ｍｏｄ（求模或有符

号取余），ｒｅｍ（求除法的余数），ａｂｓ（求实数的绝对值或复数的模），ａｓｉｎ（反正弦
函数），ａｃｏｓ（反余弦函数），ｌｏｇ１０（求以 １０ 为底的对数）等，请见相关参考文献。

Ｃ－６　 函数定义
ＭＡＴＬＡＢ 可以通过构建 Ｍ 函数文件（以 ．ｍ 为后缀的文件）来定义自己的函

数。通过 Ｍ 函数文件，用户就可以把实现一个抽象功能的 ＭＡＴＬＡＢ 代码封装成
一个函数接口，在以后的应用中像使用内置函数一样重复调用。例如：把函数

ｆ（ｘ）＝ １－ｘ２ ／ ４ 写入 Ｍ 文件 ｆｕｎ．ｍ 中，在编辑器中输入如下内容：
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｙ ＝ ｆｕｎ（ｘ）
ｙ ＝ １－ｘ＾２ ／ ４；
把函数存入 Ｍ 文件 ｆｕｎ．ｍ 中后，就可以作为一个函数在 ＭＡＴＬＡＢ 命令窗口

中调用。

＞＞ｔａｎ（ｆｕｎ（４））
ａｎｓ ＝
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　 　 ０．１４２５

Ｃ－７　 图形
ＭＡＴＬＡＢ 可以生成曲线和曲面的二维和三维图形。有关 ＭＡＴＬＡＢ 图形操

作的函数有很多，如：

ｐｌｏｔ（ｘ，ｙ）作出以数据［ｘ（ｉ），ｙ（ｉ）］为节点的折线图，其中 ｘ，ｙ 为同长度的
向量；

ｆｐｌｏｔ（′ｆｕｎ ′，［ａ，ｂ］）作出函数 ｆｕｎ 在区间［ａ，ｂ］上的函数图，ｆｕｎ 可以是 Ｍ 函
数名，也可是字符串；

ｅｚｐｌｏｔ（ｆｕｎ，ｌｉｍｓ）绘制字符串 ｆｕｎ（可以是显函数、隐函数或参数方程）指定
的函数；

ｐｌｏｔ３（ｘ，ｙ，ｚ）空间曲线图，其中 ｘ，ｙ，ｚ 为同长度向量。
其中 ｐｌｏｔ 函数是绘制二维图形最常用的函数。例如（图 Ｃ－１）：
＞＞ ｐｌｏｔ（［１；５ ２ ６］，［１；４ －１ ２］）　 ％依次将（１，１），（５，４），（２，－１），（６，２）

连接起来得一条折线

图 Ｃ－１

图形显示在图形窗口，在图形窗口可以使用 Ｆｉｌｅ 菜单保存（Ｓａｖｅ）为 ｆｉｇ 文
件，或者导出（Ｅｘｐｏｒｔ）为图形文件，也可利用图形窗口 Ｅｄｉｔ 菜单 Ｃｏｐｙ Ｆｉｇｕｒｅ 将
图片复制到剪贴板，从而进一步粘贴到 Ｗｏｒｄ 或其他应用程序中。

图形的线型、标记、颜色均可根据要求设定。例如：ｂ 蓝（默认），实线（默
认），ｇ 绿，虚线等。
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Ｃ－８　 矩阵
ＭＡＴＬＡＢ 中的所有变量都被看成是矩阵或数组。可以直接输入矩阵，例如：
＞＞Ａ ＝［１ ２ ３；４ ５ ６；７ ８ ９］
Ａ ＝
　 　 １　 　 ２　 　 ３
　 　 ４　 　 ５　 　 ６
　 　 ７　 　 ８　 　 ９

分号用来分隔矩阵的行。注意：矩阵中的元素需要用空格隔开。

在力学、物理和工程技术中的很多问题在数学上都可以归结为求解矩阵特

征值问题。ＭＡＴＬＡＢ 提供了一个求矩阵特征值和特征向量的函数 ｅｉｇ，例如：
＞＞ ［Ｖ，Ｌ］＝ ｅｉｇ（Ａ）　 ％求矩阵 Ａ 的特征值及对应的特征向量
Ｖ ＝
　 －０．２３２０　 －０．７８５８　 ０．４０８２
　 －０．５２５３　 －０．０８６８　 －０．８１６５
　 －０．８１８７ ０．６１２３ ０．４０８２
Ｌ ＝
　 １６．１１６８　 　 　 　 ０　 　 　 　 ０
　 　 　 　 ０　 －１．１１６８　 　 　 　 ０
　 　 　 　 ０　 　 　 　 ０　 －０．００００
由计算结果可知，矩阵 Ａ 的三个特征值为 １６．１１６ ８，－１．１１６ ８，－０．０００ ０。

Ｃ－９　 结束语
进一步深入的学习可以参见 ＭＡＴＬＡＢ 的在线帮助和有关专门著作。
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